
СПРАВОЧНАЯ

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ

БИБЛИОТЕКА

ПОД ОБЩЕЙ РЕДАКЦИЕЙ

Л. А. ЛЮСТЕРНИКА

и

А. Р. ЯНПОЛЬСКОГО



В. М. БАБИЧ, М. Б. КАПИЛЕВИЧ,

С. Г. МИХЛИН, Г. И. НАТАНСОН, П. М. РИЗ,

Л. Н. СЛОБОДЕЦКИЙ, М. М. СМИРНОВ

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
ФИЗИКИ

ПОД РЕДАКЦИЕЙ

С. Г. МИХЛИНА

ИЗДАТЕЛЬСТВО сНАУКА>

МОСКВА 1964



517.2 @3)
Б12

УДК 517.946 @83)

АННОТАЦИЯ
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Линейные дифференциальные уравнения математической

физики представляют собой одну из самых обширных ветвей

анализа; им посвящено большое число монографий и учебни-
учебников и почти не поддающееся учету количество журнальных

статей. В то же время это и весьма разветвленная часть

анализа, смыкающаяся со многими другими частями того же

анализа и математики вообще. В арсенал средств современ-
современной математической физики входят топология и специальные

функции, функциональный анализ и классическая теория

функций комплексной переменной, теория функций действи-
действительной переменной и методы приближенных вычислений; по

своей проблематике математическая физика теснейшим обра-
образом связана как с самыми абстрактными разделами современ-
современной математики, так и с наиболее конкретными приложени-

приложениями к задачам физики и техники.

Естественно, что столь разнородный материал создал и

известную разнородность изложения: наряду с простыми ве-

вещами, о которых сказано в главах I—IV, дан и менее элемен-

элементарный материал, содержащийся, например, в главах V и IX.

Построение данного выпуска СМБ в целом более или

менее соответствует обычному построению курсов математи-

математической физики. В главе I даны общие свойства уравнений
математической физики, приведение уравнений к каноническо-

каноническому виду, классификация уравнений математической физики

по типам. Сформулирована задача Коши, даны общие указа-

указания о постановке других краевых задач.
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В главе II указаны основные задачи, приводящие к гипер-

гиперболическим уравнениям, дано решение основных задач для

уравнений гиперболического типа с двумя независимыми пе-

переменными. Подробно изложены задачи, связанные с интегри-

интегрированием волнового уравнения. Обстоятельно изложен метод

Фурье для уравнений с двумя и со многими независимыми

переменными. Приведены важнейшие сведения об уравнениях

и системах уравнений гиперболического типа более общего

вида.

В главах III и IV изложены элементарные сведения об

уравнениях Лапласа, Пуассона, Гельмгольца и их решениях;

много внимания уделено результатам, получаемым методом

разделения переменных. Более общим уравнениям (и системам)

эллиптического типа посвящена глава V; в этой же главе

рассмотрены и уравнения эллиптического типа с малым па-

параметром при старших производных.

В главе VI рассмотрены параболические уравнения и си-

системы. Первые пять параграфов этой главы содержат элемен-

элементарные сведения об уравнении теплопроводности; последую-

последующие параграфы главы VI посвящены общей теории и менее

элементарны.

Последние главы настоящего выпуска СМБ выходят за

пределы обычных курсов математической физики. Главы VII

и VIII близки между собой по теме: в главе VII рассматрива-

рассматриваются вырождающиеся уравнения гиперболического и эллип-

эллиптического типов; глава VIII относится к уравнениям смешан-

смешанного эллиптико-гиперболического типа, играющего большую
роль, например, в задачах газовой динамики.

Глава IX посвящена интересной для многочисленных при-

приложений задаче дифракции, которая подробно рассмотрена

для волнового уравнения, уравнений Максвелла и динами-

динамических уравнений теории упругости. В этой же главе рас-

рассмотрены и некоторые менее простые вопросы теории рас-

распространения волн.
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В данном выпуске СМБ не отражены работы последних

лет, относящиеся к исследованию самых общих систем урав-

уравнений с частными производными; как нам кажется, теория

таких систем еще недостаточно устоялась. Не затронуты

также многочисленные и важные исследования спектров эл-

эллиптических дифференциальных операторов, например опера-

оператора Шредингера.

Главы I, III, IV и §§ 1—5 главы VI написал П. М. Риз,

главы II и IX —В. М. Бабич, §§ 1—3.главы V —С. Г. Мих-

лин, §§ 4—5 главы V—Г. И. Натансон, §§ 6—10 главы VI —

Л. Н. Слободецкий, главу VII—М. М. Смирнов, главу VIII—

М. Б. Капилевич.

С. Михлин



ГЛАВА I

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

§ 1. Основные понятия и определения

Дифференциальное уравнение, содержащее, кроме незави-

независимых переменных и искомой функции, частные производные

этой функции, называется дифференциальным уравнением
с частными производными.

Наивысший порядок входящих в уравнение частных произ-

производных называется порядком дифференциального уравнения.
Для математической физики наиболее важны и лучше

всего изучены уравнения второго порядка. В случае двух

независимых переменных уравнение второго порядка может

быть записано в следующей общей форме:

да ди д2и д*и

Уравнение называется линейным, если оно линейно отно-

относительно искомой функции и всех ее производных. Линейное

уравнение 2-го порядка с двумя независимыми переменными
имеет следующий общий вид:

+ а (х, у) ^+ Ь (х, у) ^+ с (х, у) и =/(*, у), A.2)

где А (х,у), В(х,у), ..., с(х,у), f (x, у) — некоторые задан-
заданные функции переменных х, у.

Если f(x,y) = 0, то уравнение A.2) называется однород-
однородным, в противном случае

— неоднородным.
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Рассмотрим уравнение, линейное относительно старших
производных. Такое уравнение в случае двух независимых

переменных имеет следующий вид:

Если коэффициенты А, В и С зависят не только от х и у,

но и от и,-г-, -jr-,
то уравнение называется квазилинейным.

Линейное уравнение является частным случаем квазилинейного.
Линейное уравнение второго порядка от п независимых

переменных может быть записано в следующей общей форме:

где Atj, Bit С, /—заданные функции от п независимых пере-
переменных.

Будем рассматривать уравнение в частных производных

порядка т. Функция и, заданная в некоторой области D

изменения независимых переменных, называется решением или

интегралом данного уравнения в области Д если в этой

области функция и имеет непрерывные частные производные
до порядка т включительно и при подстановке в уравнение

обращает его в тождество.

Требование существования частных производных порядка т

часто бывает неоправданным с физической, а иногда и с ма-

математической точки зрения, поэтому, наряду с данным только

что понятием «классического» решения, вводят еще понятие

обобщенного решения уравнения в частных производных.
Мы дадим здесь простейшее определение.
Если существует последовательность классических в D

решений данного дифференциального уравнения, которая в

любой внутренней подобласти данной области D равномерно
сходится к некоторой функции и, то функция и называется

обобщенным решением данного дифференциального уравне-
уравнения в данной области D.

Понятие обобщенного решения было введено С. Л. Собо-

Соболевым.
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Рассмотрим линейное уравнение порядка теп независи-

независимыми переменными, которые обозначим через хи xt, .... хп;

неизвестную функцию обозначим, как и выше, через и. Пере-
Перенеся известные слагаемые направо, а неизвестные — налево,

мы приведем данное уравнение к виду

I*[u]=f{Xb хь ..., хп); A.5)

если /=0, то уравнение окажется однородным и примет

вид

L[u] = 0. A.6)

Иногда скобки опускают и пишут просто Lu.

Символ L[u] называется линейным дифференциальным
оператором от функции и.

Линейные*) дифференциальные операторы обладают сле-

следующими двумя свойствами:

1) постоянный множитель выносится за знак оператора:

L[cu] = cL[u]; A.7)

2) оператор от суммы двух функций равен сумме опера-

операторов:
M + ] M] +M] 0-8)

Отсюда вытекают следующие предложения.
Для однородных уравнений.
а) Если и — решение, а С—постоянная, то произведение

Си также есть решение.

б) Если щ и иг — решения, то сумма щ -\- щ также есть

решение.
Свойство б) распространяется на сумму с произвольным

конечным числом слагаемых.

Если имеется бесконечная последовательность решений

{ип\, то ряд

л=1

независимо от его сходимости, называют формальным реше-
решением. Если решения ип классические, ряд сходится равно-

*) Указанные ниже свойства и определяют понятие линейности

операторов.
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мерно и его сумма имеет необходимые частные производные,

то сумма ряда будет классическим решением уравнения A.6);
если ряд сходится равномерно, но его сумма не имеет

нужных частных производных, то эта сумма будет обобщен-
обобщенным решением уравнения A.6).

Если классическое решение и (х, а) — интегрируемая функ-
функция параметра а, то интеграл

^ С (а) и (х, а) da,

где С(а) — произвольная непрерывная функция от а, а пре-

пределы интегрирования не зависят от точки х, будет либо
классическим решением, если интеграл сходится равномерно

и имеет нужные частные производные, либо обобщенным

решением, если интеграл сходится равномерно, но не имеет

нужных производных.

Для неоднородных уравнений.
а) Если и есть решение неоднородного уравнения, a v

есть решение соответствующего однородного уравнения, то

n-\-v есть решение неоднородного уравнения.

б) Если щ есть решение неоднородного уравнения с пра-
правой частью fu а н2 есть решение неоднородного уравнения
с правой частью /2, то щ -\- щ есть решение уравнения с

правой частью /t -f-/2. Последнее свойство распространяется
и на сумму любого конечного числа слагаемых.

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор вто-

второго порядка

Пусть в некоторой области D коэффициент С непрерывен,
коэффициенты Bt непрерывно дифференцируемы, а коэффи-
коэффициенты Ац, так же как и функция н, дважды непрерывно

дифференцируемы. Оператор

называют сопряженным (часто — сопряженным по Лагран-
жу) к оператору L Для оператора М сопряженным будет

первоначальный оператор L
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Если оператор L совпадает с М, то он называется само-

самосопряженным.

Самосопряженный оператор можно привести к виду

Справедлива формула

где

Pi =

A.11)

2лУЩ f)
A.12)

Если D — конечная область, ограниченная кусочно глад-

гладкой поверхностью 5, то справедлива формула Грина'
п

\(vL[u] — uM[v])dx=\ 2 PiCOS(v, xt)dS. A.13)
D Si=\

Здесь приняты следующие обозначения: dx — элемент

объема в пространстве координат хь xit ..., хп; dS— эле-

элемент поверхности; v — направление внешней нормали к по-

поверхности 5; действие интегрирования, независимо от его

кратности, обозначается одним знаком интеграла. Эти обо-
обозначения будут широко использованы в дальнейшем.

§ 2. Классификация и канонические формы уравнений
второго порядка с двумя независимыми переменными

Преобразуем уравнение A.3), введя новые независимые

переменные

)- AЛ4)

Мы предположим, что во всей рассматриваемой области пере-
переменных х а у якобиан преобразования не обращается в нуль:

дх ду
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Т

A (S,

Такое преобразование приводит к следующему уравнению:

S « 1)

($?) <...„

-*?S+'(?$+U) + c§&- (U6)

1. Классификация линейных уравнений с двумя неза-

независимыми переменными. Эта классификация определяется
знаком дискриминанта 8 = В3 — АС. Будем говорить, что ли-

линейное уравнение второго порядка с двумя независимыми

переменными принадлежит в д а н н о й т о ч к е (х, у) к ги-

гиперболическому, параболическому или эллиптическому ти-

типу, если в этой точке соответственно 8^>0, 8 = 0, 8<^0. Урав-
Уравнение принадлежит к тому или иному типу в данной области

плоскости (х,у), если оно принадлежит к этому типу в каж-

каждой точке рассматриваемой области. Ниже мы будем считать,
что в интересующей нас области тип уравнения сохраняется.

Другие случаи будут рассмотрены в гл. VII и VIII.
Тип уравнения не меняется при любых преобразованиях

переменных, при которых якобиан не обращается в нуль.

2. Канонические формы уравнений гиперболического
типа. Выберем новые переменные Е и т\ так, чтобы в урав-
уравнении A.15) коэффициенты А а С обратились в нуль.

Из первого и третьего равенств A.16) очевидно, что Е

и т] должны удовлетворять уравнению

5 (&)-* О..7)

которое распадается на два:
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Решения этих уравнений определяются интегралами обык-
обыкновенных дифференциальных уравнений, называемых харак-

характеристическими;

Оба характеристических уравнения можно объединить в одно:

A(dyf — 2Bdxdy-\-C(dx)*= 0. A.20)

Решения уравнений A.19) запишем в следующем виде:

9i(x>y)= const, ср2 (х, у)= const, A-21)

и примем

$= cpt {x, у), т\ = <ра (х, у). A.22)

Если 8^0, то якобиан преобразования A.22) отличен от

нуля. Интегральные кривые cpj (х, у) = С и ср2 (х, у) = С на-

называются характеристиками рассматриваемого уравнения
в частных производных. Уравнения гиперболического
типа имеют два семейства различных и действительных ха-

характеристик.

Возвращаясь к уравнению A.15), в котором теперь
А = С= 0, и деля его почленно на 2В, приведем его к сле-

следующей форме:

A.23)

называемой первой канонической формой.
Если функция <!>! линейна, то и Фх будет линейна, и уравне-

уравнение A.23) может быть записано в следующем виде:

д*и , ди , , да , .

В случае постоянных коэффициентов а, Ь, с можно еще

больше упростить это уравнение, введя вместо и новую не-

неизвестную v, определенную равенством
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Тогда для v получаем уравнение

где

cl = c
— ab,

Вводя новые независимые переменные

a = 6+7i, р = 6 —т), A.25)

получим вторую каноническую форму уравнения (t.15):

Эта форма характеризуется отсутствием смешанной про-
производной. Если Ф2= 0, то получается так называемое вол-

волновое уравнение с двумя независимыми переменными

7h*~dp~ '

к этому уравнению приводит, например, исследование коле-

колебаний однородной струны (см. гл. II, § 4).

3. Каноническая форма уравнения параболического
типа. Для уравнения параболического типа 8 = 0; оба се-

семейства характеристик сливаются, как это видно из A.19).
Положим в этом случае

5 = <p(jf,j/)f ¦4 = ri(x,y),

где ср(*,_у)= С — интеграл уравнения A.17), а т\(х,у) —
любая функция от х, у, независимая от 9 {х, у), например

7j=_y. В этом случае Л= 0 и В=0, так как

Разделив уравнение A.15) на С, получим каноническую
форму параболического уравнения:

= Ф, Sfl], a, _l5-
. A.27)
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Если Ф: не зависит от \ и -ст-, то получим обыкновенное

дифференциальное уравнение, в котором \ является пара-

параметром.
В линейном случае уравнение A.27) имеет вид

где а, Ь, с и /— известные функции от с и т). Дальнейшее

упрощение этого уравнения достигается подстановкой

u = vel

Для г» получим уравнение

Sjs
= edg+*i*+/b О-29)

где

1 ,9 , , а С дЬ , \ db
j. г - i ^ * (S,

При постоянном а^>0 и Cj^O получаем так называемое

уравнение теплопроводности

при /i^ 0 получается однородное уравнение теплопроводности

d2v dv /i oi\
а (U1)

4. Каноническая форма уравнения эллиптического типа.

В случае уравнения эллиптического типа целью преобразования
независимых переменных является обращение в нуль коэф-

коэффициента при смешанной производной.

Преобразование легко выполняется, если А, В, С—анали-
С—аналитические *) функции от хну. Если 8<^0, то коэффициенты

*) Аналитической функцией от х и у в некоторой области
изменения этих переменных называется функция, которая в окрест-
окрестности каждой точки (л:0, у0) данной области разлагается в ряд по
степеням х— х„ и у—у0.
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уравнений A.18) при -р- и -^ становятся комплексными со-

сопряженными. Но тогда, как известно, интегралы этих урав-
уравнений также можно считать комплексно сопряженными и

представить их в виде

<р, (х, у)= <р* (х, у) + if** (х, у)= const,

Ъ (х, у) = ер* (х, у) — i<?** {x, у)= const,

где <р* и ?** — вещественные функции.
Можно сказать, что в этом случае характеристики урав-

уравнения комплексные и сопряженные. Полагая

5 = ?•(¦*. у), ч = ?**(*, у), A.32)

легко показать, что якобиан этого преобразования не раьен

нулю ни в одной точке!

В новых переменных уравнение приводится к следующей
канонической форме:

д2и , д2м _ Л ди ди\
+ ФЧ61' " )

Если Ф!^0, мы получаем уравнение

w+v-* <'-34>

называемое уравнением Лапласа.

Случай неаналитических коэффициентов гораздо
сложнее. Будем подбирать переменные Е, % требуя, чтобы

в=о;
или в раскрытом виде:

Эту систему уравнений можно преобразовать к следующей:

Л) дх~ ду дт\ дх ^ ду
дх
~

уАС —В*
'

дУ
~

УАС—В3
'
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Полученные уравнения называются уравнениями Белыпрами.
Исключая одну из неизвестных функций, например % получим

уравнение для Е:

Adi.URdi я^*
д АШ+Вд} д

=Q
дх уАС—В" ~Т~дУ УАС —В1

Аналогично можно составить уравнение, определяющее ¦»).
Известно, что уравнения Бельтрами имеют решение, если

коэффициенты А, В, С — дважды дифференцируемые функции
от х и у. Однако задача эффективного решения уравнений

Бельтрами является довольно сложной.

5. Классификация нелинейных уравнений второго порядка
с двумя независимыми переменными. Рассмотрим общее нелиней-
нелинейное уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными

р{д»и д*и д2и

или

и да да \_п

где обозначено:

<Ри_ д*и (Ри

Р~Ы?' Я~дхду' Г~ду>'
Положим

А", 2В = д/, С= д/.dp
'

dq
' дг

Выбрав решение и = и(х, у) уравнения (*), вычислим в некоторой
точке значения величин А, В, С и составим дискриминант

5 = В8 — АС.

Условимся, так же как и для линейного уравнения, называть

уравнение (*) соответственно гиперболическим, параболическим или

эллиптическим в выбранной точке в случае, когда 8>0, 8 = 0, 8<0
соответственно. Однако А, В и С зависят не только от точки (х, у),
но и от функции и и ее производных, и поэтому нельзя определить

знак 8 в какой-либо точке, не зная и как функцию от х, у, т. е.

не зная решений. Следовательно, тип нелинейного уравнения зависит

от того, какое решение рассматривается, и может быть разным

для разных решений.
Линии <f(x, y) = c называются характеристиками нелинейного

уравнения, если они являются интегральными кривыми характери-

характеристического уравнения

A {dyf — 2Bdxdy + C (dxf = 0.

Вид характеристик также зависит от выбора решения.
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§ 3. Классификация и канонические формы уравнений
второго порядка с п независимыми переменными

1. Аналог второй канонической формы. Рассмотрим
уравнение, линейное относительно старших производных (т. е.

относительно производных второго порядка) в случае, когда
число независимых переменных больше двух:

2
А /

"".,...,?-). A.35)

Произведем линейную замену независимых переменных:
я

с-36)

Примем, что преобразование неособое, т. е. определитель

I aik I Ф 0. что обеспечит однозначность определения х{ через \t
(см. СМБ, Высшая алгебра, стр. 52).

Уравнение приведется к виду

п п

А \ д2» * /, > <Эи с

A.37)
где Л,7 уже функции ?,,...,$„.

При замене переменных A.36) коэффициенты при вторых
производных в уравнении A.35) изменяются так же, как

коэффициенты квадратичной формы

S Autttfi A.38)

заметим, что эти коэффициенты, вообще говоря, различны
в различных точках пространства координат хи xit..., xn.

Известно, что существуют такие неособые преобразования,

которые приводят квадратичную форму к каноническому виду
т

\^ I-+- «-2Ч т .С и l\ QQ\
>j(—^»)> m^n, A-эЩ
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причем число положительных и отрицательных членов, а также

само число т не зависят от выбора неособого преобразо-
преобразования.

Выбрав надлежащее преобразование, мы приведем урав-
уравнение к следующему каноническому виду.

ди

2{,д2и\

характеризующемуся отсутствием смешанных производных.
Для каждой точки будут свои значения коэффициентов

квадратичной формы и с в о е преобразование к каноническому

виду. В общем случае невозможно преобразовать уравнение
к канонической форме в какой-либо (даже малой) области.

Переход от линейного преобразования A.36) к любому более

общему преобразованию независимых переменных также не

дает возможности привести уравнение A.35) к канониче-

каноническому виду сразу для всех точек какой-либо (даже малой)
области.

Конечно, если коэффициенты Ац постоянны, то приведе-
приведение к канонической форме обеспечивает каноническую форму
при всех значениях независимых переменных.

Классификация уравнений в фиксированной точке опре-
определяется квадратичной формой A.38) или, что то же, видом

канонической формы A.39).
а) Уравнение называется эллиптическим в данной точке,

если т = п и все знаки в левой части равенства A.40) оди-

одинаковы (без ущерба для общности их можно считать поло-

положительными).
б) Уравнение называется гиперболическим в данной точке,

если т= п и все знаки в левой части равенства A.40) оди-

одинаковы, кроме одного.

в) Уравнение называется ультрагиперболическим в данной

точке, если /и= л и в левой части равенства A.40) имеется

больше одного положительного и больше одного отрицатель-
отрицательного знака.

г) Уравнение называется параболическим в широком
смысле, если т<^п.

д) Уравнение называется параболическим в узком смысле,
т = п — 1, все знаки слева в уравнении A.40) одинаковы
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да
и правая часть уравнения содержит производную ^,

так что

Примеры. Уравнение Лапласа

А д*и . д*и , , д*и пАи =
д71 +Щ+

--- +Щ
= °

— эллиптического типа. Дифференциальный оператор

д*
i i

д*

называется оператором Лапласа. Волновое уравнение

принадлежит к гиперболическому типу; уравнение теплопро-
теплопроводности

Дн 5--j- = 0
с8 <?<

— параболическое в узком смысле. Примером ультрагипербо-
ультрагиперболического уравнения может служить уравнение

^4-^_^_^—п
дх* ~г dxl дх% дх\

~

'

примером уравнения, параболического в широком смысле, —

уравнение
д*и
_

да ди „

"дх\ дхг дхп
"

Уравнения ультрагиперболические и параболические в ши-

широком смысле редко встречаются в приложениях.

2. Аналог первой канонической формы. Изложенное
выше преобразование уравнений к каноническому виду за-

заключалось в уничтожении коэффициентов при всех смешан-

смешанных производных.
Часто требуется преобразование, обращающее в нуль

коэффициент при какой-либо несмешанной производной.
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Пусть переменные л^, хь..., хп заменены переменными

6i. ?»>¦••. 5„, где \-% суть функции от хь х%,..., хп, причем
в свою очередь xt суть однозначные функции от lt, 1г,..., ?„.
После преобразования уравнения A.35) к новым переменным

коэффициент при -^ будет равен

i, /= I
'

Напишем уравнение в частных производных первого

порядка

называемое уравнением характеристик уравнения A.35).
Поверхность

<p(*i, хй,..., хп) = const, A.42)

где 9
— любой интеграл уравнения A.41), называется харак-

характеристической поверхностью или просто характеристикой
уравнения A.35); в случае двух независимых переменных

говорят о характеристической линии. Перейдя от переменных

хь хь ...,хпк переменным \ь \ь..., \п, где Ъ=у{хь лг3,..., хп),
мы добьемся того, что коэффициент Ап обратится в нуль.

3. Классификация нелинейных уравнений второго порядка
с п независимыми переменными. Такие уравнения имеют вид

где

Положим

A=

и составим квадратичную форму A.38). Коль скоро эта форма со-

составлена, классификация уравнений вида A.43) по типам произво-
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дится так же, как и в линейном случае. Важно отметить, что, как

и в случае двух независимых переменных, тип нелинейного урав-
уравнения в каждой точке зависит, вообще говоря, от рассматриваемого
решения.

§ 4. Задача Коши

1. Постановка задачи. В подавляющем большинстве

задач математической физики требуется найти решение урав-
уравнений, удовлетворяющее некоторым дополнительным данным.

Эти дополнительные условия весьма различны по характеру
и зависят от постановки физической задачи, приводящей
к данным уравнениям. Характерные для каждого типа урав-

уравнений дополнительные условия будут рассматриваться в со-

соответствующих главах.

Следует указать, что при всем разнообразии видов до-

дополнительных условий эти последние чаще всего таковы:

некоторые производные от искомого решения (часто и само

решение) должны принимать заданные значения на заданных

поверхностях (линиях в случае двух независимых переменных).
Такие дополнительные условия обычно называются краевыми;
задача интегрирования дифференциального уравнения при
заданных краевых условиях называется краевой задачей.

Одной из важнейших краевых задач математической ф^и-
зики является задача Коши. Изложим постановку этой задачи

для простейшего случая — для уравнения второго порядка

с двумя независимыми переменными, линейного относительно

старших производных (уравнение A.3)).
Зададим в плоскости л:, у некоторую кривую 10, точки

которой будем обозначать (лг0, уа). Пусть параметрические

уравнения этой кривой будут

лго = лгоE), Jo=Jo(«). A-45)

Можно считать, что s есть длина дуги кривой, отсчитываемая

от некоторой начальной точки. Кривую Zo предположим глад-

гладкой, так что функции лго(«) и _yo(s) непрерывно дифферен-
дифференцируемы.

Пусть вдоль кривой 10 заданы некоторые функции /(s)
и g(s). Задача Коши для уравнения A.3) состоит в следующем:
ь окрестности кривой 10 требуется найти интеграл этого
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уравнения и(х, у), удовлетворяющий так называемым усло-
условиям Коши

г, ч ди
и A.46)

где / — данное направление, вообще говоря свое в каждой

точке кривой Z.o и ни в одной точке не касательное к этой

кривой *). Функции /(s) и g(s) называются данными Коши.

Если функция f(s) дифференцируема, то на кривой Ц
можно определить первые производные искомой функции из

системы уравнений

% COS (S, X) + ~, COS (S, у) =/' (*),

)=*(*).
A.47)

где s — направление касательной к Lo; определитель системы

A.47), равный sin (s, t), отличен от нуля.

С геометрической точки зрения условия Коши определяют
аппликаты интегральной поверхности и касательные плоскости

к ней вдоль кривой L, лежащей на интегральной поверхности
и проектирующейся на кривую i0.

Допустим, что функции xo(s), Jo(s), f(s), g(s) дифферен-
дифференцируемы столько раз, сколько это понадобится. Тогда по

данным Коши можно попытаться вычислить на кривой 10
значения старших производных от искомой функции. Для
вторых производных получается линейная система

E2« dx0 , д"и rf\'o d (ди
дх- ds ~f~ дх ду ds ds \дх

'и dx0 | д2и dy0 d fdu \
-. (- -г--, = — I — 1

дх ду ds

о. Уо)тг^2

ду2 ds ds \dy)
s д-u.

о. Jo)
,д2и_

УO) Д„2

ди ди

3-, ^,
u

A.48)

Для того чтобы эта система трех уравнений однозначно

определяла три искомые величины, необходимо и достаточно,

*) О производной по данному направлению см. СМБ, Диффе-
Дифференцирование и интегрирование, 1961, стр. 63.

2 В. М. Бабич и др.
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чтобы определитель системы

А 2В С

а*о аУо q
ds ds

ds ds

был отличен от нуля. Дифференцируя по s равенства A.48),
можно составить уравнения для определения производных от

и любого порядка. Условием однозначной разрешимости этих

уравнений по-прежнему остается условие 8 ф 0, которое
означает, что кривая Z.o не является характеристикой
данного уравнения.

Если коэффициенты уравнения, а также функции A.45) и

A.46) аналитические, то решение можно определить в виде

ряда Тейлора
оо я

1 дпа„ » _ _.

*^О
/у у,

\т /.. .. \п~т

л = 0 m = 0
° °

Можно доказать, что этот ряд сходится в некоторой окрест-
окрестности кривой 10 и определяет единственное решение задачи

Коши, — в этом состоит, для рассмотренного здесь класса

уравнений, известная теорема Коши— Ковалевской.

2. Задача Коши и теорема Коши — Ковалевской для
более общего случая. Будем говорить об уравнениях второго
порядка с и независимыми переменными хь х2,..., хп. Мно-

Множество точек (л",, хг,..., хп), координаты которых удовле-

удовлетворяют уравнению S(Xi,xit..., лг„) = О, будем называть

поверхностью в пространстве п переменных.

Задача Коши. В окрестности данной поверхности б1

требуется найти интеграл данного дифференциального урав-
уравнения, если во всех точках поверхности б1 заданы значения

как самого искомого решения, так и его производной по

какому-либо направлению, не касательному к поверхности.
Задача Коши, вообще говоря, не имеет решения, если

поверхность б1 оказывается характеристической для данного

уравнения, так как уравнение характеристической поверхности
связывает значения искомой функции на этой поверхности со

я— V \
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значениями производной по не касательному направлению и

нельзя задать каждую из этих величин независимо.

Теорема Коши — Ковалевской. Рассмотрим урав-
уравнение в частных производных второго порядка. Выделим

одну из независимых переменных, обозначив ее через t (в за-

задачах физического характера такой выделяемой независимой

переменной обычно является время). Предположим, что данное

уравнение разрешимо относительно производной ^-2 и, сле-

следовательно, может быть приведено к виду

dts —rv> ¦*!' ¦*«-i.

д-и

ди
"' Ж'

ди

д'-и

уравнение A.49) может быть и нелинейным.

На поверхности t=tv где ta — некоторая
зададим начальные условия

и = <

dt

не

= $(хь лг2,...,

A.49)

постоянная,

A.50)

противном
д2и

Поверхность t^ta не характеристическая — в

случае уравнение A.49) не содержало бы члена

В пространстве координат xv лг2, ..., х„_! рассмотрим

некоторую точку (х°ь х\,..., xan—i)- Формулы A.50) позво-

позволяют вычислить в этой точке в момент времени t0 значения

искомой функции и и всех ее производных, входящих в пра-

правую часть уравнения A.49); эти значения будем обозначать

нуликом. Так, например,

Теорема Коши—Ковалевской утверждает, что если F, ср, ф —

аналитические функции своих аргументов при значениях этих

аргументов, близких соответственно к

д2и
еп—1» Н0> 57 dxl•з п>
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то задача Коши A.49) — A.50) имеет аналитическое решение
в окрестности точки (?0, xl, x°v..., хоп-{). Это решение

—

единственное в классе аналитических функций.
Теорема Коши — Ковалевской распространяется на широ-

широкий класс уравнений и. систем уравнений в частных произ-
производных любого порядка. Подробно об этом см. [1].

3. Корректность задач математической физики. Будем
называть краевую задачу корректной, если существует одно
и только одно решение уравнения, удовлетворяющее задан-
заданным краевым условиям, и если малым изменениям данных

функций, входящих в краевые условия, соответствуют малые

изменения решения (иначе говоря, если решение непрерывно

зависит от краевых данных). Последнее требование необхо-

необходимо для того, чтобы теоретические результаты, полученные

решением краевой задачи, можно было использовать в прак-
практических приложениях, в которых краевые данные на самом

деле известны лишь с той точностью, которую могут обес-
обеспечить наши измерительные приборы. В случае корректной
задачи возможные погрешности в определении краевых усло-
условий не обесценивают найденных решений, приводя лишь к не-

незначительным количественным отклонениям теоретического

решения от экспериментальных результатов.
Понятие корректности предполагает возможность оценки

«близости» двух функций. Существуют различные критерии
такой близости. Приведем один пример.

Пусть заданные на поверхности S функции ср,- непрерывны
вместе со своими производными до некоторого порядка k

включительно, и пусть эти функции входят в качестве данных

в краевые условия некоторой краевой задачи.

Относительно искомой функции предположим, что она

непрерывна вместе со своими производными до порядка р
включительно.

Будем говорить, что зависимость от начальных данных

непрерывна с порядком (р, К), если фиксированной произ-
произвольной системе положительных чисел е0, е1; ..., е всегда

соответствует такая система положительных чисел 50, о1;..., 8ft,
что неравенства ,

.
, ^

|Н* —Н|<?О,
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становятся справедливыми, как только выполняются нера-
неравенства

Символами u(p\ cp|-ft) обозначены все частные производные

соответствующего порядка.

4. Пример некорректной задачи (пример Адамара). Найдем
решение уравнения

д1 + да~

в полуполосе у > 0, —^^.х<:-п- при следующих дополнитель-

дополнительных условиях:

*-+т

.,. = 0 у=0

2

= <Р(ЛГ)

Если положить <р(л') = О, то единственным решением задачи будет

и(лг, у) = 0. Если же положить <р* (лг) = е~ > 2" "^"' cos Bп-(-1) л". то

единственным решением будет

Легко проверить, что функция <р* и все ее производные при
достаточно большом п сколь угодно мало отличаются от нуля. В то
же время и* при всяком постоянном у, отличном от нуля, имеет
вид косинусоиды со сколь угодно большой амплитудой, следова-

следовательно, при достаточно большом п сколь угодно отличается от ну-

нулевого решения.



ГЛАВА II

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Понятие о гиперболическом уравнении

второго порядка.
Простейшие примеры гиперболических уравнений

1. Определение. Уравнение
п п

«,/=1
' '

( = 1

где Ац, Л о,-, 5г, С и D — функции от Xj (/=1, 2,..., л)
и ?, называется t-гиперболияеским в некоторой области G

пространства (?, jeb л:2,..., хп), если выполняется следующее
условие: каждая проходящая через начало координат в дей-

действительном пространстве (а1;..., ап) прямая должна пере-

пересекать поверхность

п п

1= 2 АЧ^ ¦*!'•••' xn)°-i«j+ 2i2Aal(t,x1,...,xn)a.iB.2)
i.j=\ /—I

в двух действительных точках [19J.
Пусть уравнение второго порядка имеет вид

? *»i?k
i==0

Здесь Л,7, В;, С, D — функции от х0, xv ..., хп. Уравне-
Уравнение B.3) называется гиперболическим в некоторой точке
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(х0,..., хп), если в этой точке каноническая форма матрицы
|Л,-у|| имеет вид

о \
* 1

причем ни одно из X,- не равно нулю и знак одного из А,- про-
противоположен знаку остальных [19], [23, т. IV], [28], [29]; см.

также гл. I, § 3 настоящего выпуска. Эти два определения

согласованы в том смысле, что каждое ^-гиперболическое
уравнение в каждой точке гиперболично в смысле второго

определения и, наоборот, всякое уравнение, гиперболическое
в смысле второго определения, при Аи непрерывных в окре-
окрестности точки М (х0,..., хп) обладает тем свойством, что

всегда найдется такая система координат t, уь ..., уп, что

это уравнение будет ^-гиперболично в некоторой окрестности
точки М.

Важным примером гиперболического (^-гиперболического)
уравнения является уравнение

в«- 2 А^' x^o?k+2
i 1

'
/ 0

где Aij — положительная квадратичная форма, алго= ?. Если

уравнение B.3) гиперболическое с постоянными коэффициен-
коэффициентами, то заменой переменных и искомой функции его всегда

можно привести к виду

ии
— Дн + Qa= Di(t, уь ..., уп). B.5)

п

Уд'1-<-? — оператор Лапласа, Q = const [23, т. IV],

[28], [29].
'=I

При d= 0 уравнение B.5) называется волновым

(ср. стр. 24, 55).
Гиперболический тип имеют многие уравнения, встречаю-

встречающиеся в математи>(еской физике, например уравнения коле-

колебаний струны, мембраны и уравнения распространения звука
(см. пп. 2, 3, 4 настоящего параграфа).
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В теории гиперболических уравнений часто приходится
иметь дело с обобщенными решениями этих уравнений, опре-
определенными на стр. 18.

В том случае, когда и имеет непрерывные производные
второго порядка, понятия решения в обычном смысле и обоб-

обобщенного решения совпадают.

Существуют и другие определения обобщенного решения

[7], [8], [16], [19].

2. Уравнение колебаний струны [23, т. II], [28], [29].
Пусть в невозмущенном состоянии струна располагается вдоль
оси Ох. Ее изгиб мы будем характеризовать вертикальным
смещением и (t, х) точки л: в момент времени t. Натяжение

струны обозначим через р(х), упругую восстанавливающую

силу
— через q {х\ через р (л:) — линейную плотность, Ф (л:, t)

означает проекцию на ось Ои силы, действующей на единицу
длины струны. В предположении малости колебаний имеет

место уравнение

дх \r
**>

дх

Если конец лг = а струны закреплен, то соответствующее
краевое условие имеет вид и = 0; если конец л: = а струны

ди
свободен, то з- = 0.

х = а

3. Уравнение колебаний мембраны [23, т. Н], [28], [29].
Если р(х, у) — натяжение тонкой мембраны, и (t, x, у) —

вертикальное смещение точки (л:, у) в момент времени t,
Ф (t, х, у) — проекция на вертикальную ось Ои силы, дей-

действующей на единицу площади мембраны, то в предположе-
предположении малости колебаний имеет место уравнение

д ! , s ди\ , д

Если край S мембраны свободен, го т- =0, где v — век-

вектор нормали к контуру S; если он закреплен, то а
,

= 0.

4. Уравнение распространения звука [28], [29]. Звук
представляет собой малые колебания газа или жидкости, т. е.
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колебания, когда в некоторой точке (х, у, г) пространства
в момент времени t давление р(х, у, z, t) близко к некото-

некоторому среднему значению р0
= const, а плотность р (х, у, z, f)

—

к ро = const. Пусть жидкость или газ баротропны, т.е. плот-

плотность есть однозначная функция давления:

Пусть, далее, к бесконечно малому объему dV жидкости или

газа приложена сила F (х, у, г, t)dV. Тогда имеет место

уравнение

где

O^divF, —*=f'(pa). B.8)

§ 2. Гиперболическое уравнение
с двумя независимыми переменными *)

1. Уравнение колебаний струны (метод Даламбера)
[23, т. II], [28], [29]. В случае ^(дг) = const, p = const урав-
уравнение колебаний струны имеет вид (см. § 1)

v, t), B.9)

Р
'

Р

Любая функция, удовлетворяющая уравнению B.9) при/=0,
допускает представление

и = 9(х — at) + y(x+ at), B.10)

называемое решением Даламбера. Если н?С***), то и

9? е
Обратно, любая функция вида B.10) является решением

уравнения B.9).
Решение задачи Коши

, t), и|/о=и0(дг), и<|(о = и1(х) B.11)

*) См. также § 3.

**) Здесь С*— класс функций с к непрерывными произвол?
ны.ми..
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дается формулой

[1

х — at

б

+ aU — z)

J /ft
JC — О « — T)

ИЛИ

Если решение задачи B.11) ищется лишь при

', а при х = 0 задано краевое условие

= 0 (струна закреплена в точке х = 0) B.13)

их =0 (конец х = 0 струны свободен), B.14)

то решение опять дается формулой B.12), где в случае B.13)
ио(х), ii\(x) ч f(x, t) следует продолжить нечетным образом
на всю ось Ох, т. е.

Н„(— Х) = — ИО(Х), Mi (— X) =— Hi (X),

f(-x,t)= -f(x,t),

а в случае B.14) — четным образом:

и0 (— х) = м0 (х), щ(— x)= «i(x),

/(_х, 0=/(*. 0-

B.15)

B-16)

Если решение задачи B.11) ищется лишь на конечном

отрезке 0=^х^/ (струна имеет конечную длину /) при
t^O, а при х —0 и х= / выполняются краевые условия

л:=0
= 0, и

или

_

=0, их

= 0 (концы закреплены) B.17)

^

=0 (концы свободны), B.18)

то решение задачи B.11), B.17) или задачи B.11), B.18)
опять дает формула B.12), где в случае B.17) и0, «i и/(х, t)
следует продолжить на всю ось по закону нечетности и пе-

периодичности:

щ (х+ 21) = м,- (х), и;(—х)=
— Н;(х) (г = 0, \),\

/(х+ 2/, t)=f(x, t), f(-x, t) =—f(x, t), )-BЛ9)



2| § 2. УРАВНЕНИЕ С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 43

а в случае B.18) — по закону четности и периодичности:

иг(х), »,(—*) = «,(*) A= 0, 1),

=/(*, о, л-*, *)=/(*, о- J
B 0)

Если н(х, 0 непрерывна и имеет непрерывные производные

второго порядка (в области t^O, х^О в случае полу-

полуограниченной струны или в области t^O, CKxsc:/ в слу-
случае струны ограниченной), удовлетворяет уравнению B.9) и

краевым условиям B.13) или B.14), то в случае краевого

условия B.13)

ио(О) = О, мо"(О)аа+/(О, 0) = 0, «1@) = 0, B.21)

в случае краевого условия B.14)

м;(О)=о, н;(О)=о. B.22)

Аналогичные условия должны выполняться при х^1

(в случае ограниченной струны). Выписанные здесь условия

B.21) и B.22) называются условиями согласования. Если

/? С\ и0 ? С2 и Hi ? С1 (см. сноску на стр. 41) и выпол-

выполнены условия согласования, то решение соответствующей
задачи с начальными и краевыми условиями будет иметь не-

непрерывные производные первого и второго порядка. Если

начальные данные но(х) и ul(x) и свободный член /(х, t)
имеют особенности или не выполняются условия согласова-

согласования, то дважды непрерывно дифференцируемого решения

рассматриваемых задач не существует. Формула B.12) дает

тогда обобщенное решение уравнения B.19).

2. Общее гиперболическое уравнение второго порядка.
Каскадный метод Лапласа [31]. Общее гиперболическое
уравнение второго порядка

А (х, у) ихх-\-2В (х, у) иху -\- С(х, у) иуу +

+ D(x, y)ux + E(x,y)uy + F(x, У)и = <?(х, у) B.23)

заменой переменных может быть сведено к уравнению вида

Lu= пху + а (х, у)их-\-Ь (х, у) иу +

+ cbc,y)u=f(x,y) B.24)

(стр. 22—23). Поэтому далее в настоящем параграфе мы будем
предполагать, что гиперболическое уравнение имеет вид B.24).
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В некоторых случаях можно построить формулы, позво-

позволяющие найти все решения уравнения B.24), аналогично тому

как формула Даламбера B.10) дает все решения уравне-
уравнения B.9). Метод получения этих формул, излагаемый здесь,

называется каскадным методом Лапласа.

Может случиться, что имеет место тождество

h = 5—\-ab — с^ 0, B.25)

тогда уравнение B.24) запишется в виде

%+ bv=f, B.26)
где

откуда

a = e-lad-v[X-\-\{ Y+\feSbdxdx}e$a<'y-b<txdy], B.28)

где X и К —произвольные функции соответственно от х и

от у. Аналогично при

?=g+ «*-c=O B.29)

получаем

„ = е-J ь dx [ у-f- $ {X -f \fe Jа dy dy) е J» л* - ° *у dx]. B.30)

В случае h ^ЬО рассматривается некоторое новое, анало-

аналогичное B.24), уравнение:

где
д In h . . да | db .dlnh

°« bb ссЛь
( '

Если функцию Ui удается найти, то решение исходного

уравнения B.16) определяется по формуле

B.33)
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Для уравнения B.31)

^± *1=й. B-34)

Если Ai = O, то функция н, получается описанным выше

приемом; если же Aj 7^ 0, то продолжаем процесс дальше:

строим, как и выше, уравнение ?ам2=/2 и т. д. В случае
k 7^ 0 можно строить аналогичную цепочку уравнений:

i_lM^l=/-i, ?-2"-2=/-2 И Т. Д.

Если на каком-нибудь шаге ht (или kt) обратится в нуль,
общее решение уравнения B.16) удается найти.

Этим путем, например, находится общее решение уравне-
уравнения Эйлера—Дарбу

-з—з
—-— —^— = 0, B.35)

дхду х—у '
х —у

ч '

если хотя бы одно из чисел р или р' целое:

а(х, v)= —•, о(х. у)=—-—,v л
х—у'

\ > л
х—у

'

с(х,у) = 0, /(х, у) = 0,

если А т^ 0, то находим:

1
х—у

' '

х—у'
отсюда

т. е.

Aj = 0 при р = 2 и т. д.

3. Метод Римана [23, т. IV], [28], [29], [31]. Пусть глад-

гладкая кривая / задается явным уравнением y=f(x), причем

Требуется найти решение уравнения B.24), удовлетворяю-
удовлетворяющее условиям

B.36)
= *(*)> j
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где и> (х), ср (х) и t(i (х) — заданные функции, причем
...

/ \ I t / Ч ¦/*' / Ч /О Q74

Задача отыскания функции и(х,у), удовлетворяющей уравне-
уравнению B.24), по начальным данным B.36) есть задача Коши

(см. стр. 32).
Пусть и(х, у) удовлетворяет условиям

и I
у=у
= Л (х) (ср (_yi) = Л (Xj)), B.38)

ср (у) и ф (х) — заданные функции. Задача отыскания функ-
функции и{х, у), удовлетворяющей уравнению B.24) и условиям

B.38), называется зада-

задачей Гурса.
Решение задачи Коши

B.24), B.36) при некото-

некоторых ограничениях типа

гладкости на а, Ъ, с, /, ср,

ф, со существует и един-

единственно, причем значение

решения в точке Ж(хо,_уо)
(рис. 1) зависит только

Рис. 1. от значений о>, ср и ф
на дуге АВ и значений

/(х, у) в криволинейном треугольнике МАВ. Решение задачи

Коши зависит непрерывно от /, ср> ф> U)-

Задача Гурса тоже всегда имеет одно и только одно ре-
решение. Решение в точке Ж(х0, Уо) зависит только от значе-

значений ф(х) на отрезке NB и ср(у) на отрезке AN.

Если начальные условия задачи Коши B.24), B.36) имеют

в точке А особенность, то решение задачи Коши будет иметь

особенности вдоль прямых x= Xj и у=уй, параллельных

координатным осям и пересекающихся в точке А (рис. 1).
Так как прямые х= const и у = const являются характери-
характеристиками уравнения B.24), то этот факт обычно выражают
словами так: «разрывы распространяются вдоль характеристик».

Аналогично в случае задачи Гурса B.24), B.38) особен-

особенность функции cp(j/) в точке А (особенность функции ф(х)
в точке В) приводит к особенности решения вдоль прямой

у ^уо (вдоль прямой х^х0).
В тех случаях, когда гладкость начальных данных в зада-

задачах Коши B.24), B.36) и Гурса B.24), B.38) нарушается,
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дважды непрерывно дифференцируемых решений этих задач,

вообще говоря, не существует и решение уравнения B.24)

следует понимать в обобщенном смысле.

Дифференциальный оператор

Mv= ^ ~(av)x-(bv)y+cv B.39)

называют оператором, сопряженным (ср. A.10)) оператору Lu

(см. B.24)). Решение г>(х, у, х0, _у0) задачи Гурса
V )

\ а (х„, у) dy

(х, yo)dx

называется функцией Римана оператора L, соответствующей
точке (х„, ^о)-

Функция Римана обладает следующим свойством взаим-

взаимности: если v (xit yi, х0, у0) — значение в точке (хь yi) функ-
функции Римана оператора L, соответствующей точке (лг0, уй), то

¦р(-*о> Уо> xi< Уд — значение в точке (х0, уй) функции Римана

оператора М, соответствующей точке (хи у{).
Зная функцию Римана, можно записать решение задач

Коши и Гурса в квадратурах:

а) задача Коши B.24), B.36)

и С*о. У») = 2 (uv)a + 2

АВ

АА

б) задача Гурса B.24), B.38)
а в

и (*о. Уо) —¦ (иг»)лг+ \ v (cp' -\-by) dx-\-^ v

N N

_j_ ^ vfdxdy; v= v(x, у, x0,
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Функции Римана некоторых операторов:

1) Lu = uxy, v=l (см. [29]). B.42)

2) Lu= иху -\- си, с = const,

v=Л (/4с(хо-х)(^о-^)) (см. [29]). B.43)

Lu — иху
—

х __

у
их -\- j—y uy,

Х^(Р> ?'; ^ ?1х)?-^)) (см* t31])- B-44)

> Lu — и*У 4 (.v
—у)-

'

1
. ! (х

— х„)(у—уо)\ .

,п.. д.

и

5) 1И = Ида_Л^
1

Сопряженным оператором для оператора B.44) является

ux,A ^—
их

L
Иу — JLhiL-и. B.47)-"У !

х—у
х х — у У (х—_у)

Пользуясь теоремой взаимности для функции Римана, можно

получить функцию Римана и в этом случае.

6) ?M= Mjo,_-JL_(M,+ «,,), B.48)

(см. [33]). B.49)

§ 3. Метод Фурье в случае двух переменных

1. Разложение по собственным функциям уравнения

Штурма—Лиувилля [17], [19], [23, т. IV], [30, т. I].
Определения. Дифференциальный оператор

Ly = ~(p(x)y')-q(x)y, B.50)

где р, р1, q непрерывны, /7^const^0, называется диффе-
дифференциальным оператором Штурма—Лиувилля.
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Краевые условия
= o p^ + p,yu6= o \

называются краевыми условиями типа Штурма—Лнувнлля.
Функция у (х), удовлетворяющая уравнению

Ly =
— \p(x)y B.52)

(р(х) — непрерывная функция, положительная при а^х^Ь),
краевым условиям B.51) и тождественно не равная нулю,
называется собственной функцией уравнения Штурма — Лиу-
вилля.

Число X называется собственным числом. Одному соб-

собственному числу отвечает одна собственная функция с точ-

точностью до постоянного множителя.

Собственная функция у(х) называется нормированной, если

ь

I t)a ( vi /У v 1 Iе) f\4'>
\у \Л/} ил — 1. ^Z.t)O I

Собственные функции ух, у%, отвечающие различным соб-
собственным значениям, ортогональны:

ь

\p(x)yiyidx = 0. B.54)
а

Все собственные числа вещественны. Они образуют счет-

счетное множество на вещественной оси с единственной точкой

сгущения при Х = -)-оо. В частности, отрицательных собст-

собственных значений всегда конечное число. Когда

q (х) :>; 0, ata2 ^ 0, ptp2 :>: 0, B.55)

отрицательных собственных значений нет.

Если q ее 0, <Xi = 0, Pj = 0, то собственным значением будет
Х = 0, собственной функцией будет постоянная. В остальных

случаях при выполнении условий B.55) все собственные зна-

значения положительны.

Если X, <^а<С ••• ^^•л'С •••> т0 ПРИ п—*-\-оо

К = -п-+ ОA), /= 1/ I- dx. B.56)
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При краевых условиях

У\х-*=У\*-ь = 0 B-57)

для я-й нормированной собственной функции уп(х) имеет

место асимптотическая формула [23, т. IV]

\ B.58)

Асимптотические формулы для собственных функций более
общих краевых задач см. в [17].

Пусть комплекснозначная функция fix) абсолютно инте-

интегрируема на отрезке (а, Ь). Рядом Фурье функции /(х) по

собственным функциям задачи Штурма—Лиувилля называется

ряд
со

/(x)~i§
B-59)

\
= \fix)?ix)yt(x)dx, \y\pix)dx=\.

Если /(х) квадратично интегрируема на (а, Ь), то ряд

B.59) сходится к ней в смысле среднего квадратичного, т. е.

ь л а

lim [p(x)\f(x)-^lciyi\ dx= 0, B.60)

и выполняется уравнение замкнутости

\р(х)\/(х)\Чх= ?\ct\\ B.61)
1а «=1

Если f{x) имеет ограниченную вариацию на отрезке
а^х^Ь, то при а<^х<^Ь и /7 = р=1 ряд Фурье B.59)

/(х + 0L-/(аг —0) fQfl п
сходится к

2 ^ ' Т" •¦¦

В случае, когда /(х) имеет непрерывную производную и

удовлетворяет краевым условиям B.51), ряд Фурье B.59) схо-



2] § 3. МЕТОД ФУРЬЕ В СЛУЧАЕ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 51

дится к /(х) регулярно (т. е. ряд из абсолютных величин

сходится равномерно [23, т. IV]). В случае />=1, р = 1 при

а<х<>

ckyk (x) - Sn (x)) = 0, B.62)

где при <х2 = р2 = 0 функция Sn (x) — частная сумма ряда

Фурье /(х) по синусам (sinn7t _——), а приа2 ^ 0и р2^0—

по косинусам fcos от(х~~й)) [17], [30, т. I]. Равенство B.62)
называется теоремой о равносходимости. Общий случай
сводится к случаю р=\, р = 1 с помощью подстановки

х

%= J у *jdx, v= Vipy [23, т. IV]. B.63)

2. Метод Фурье в случае ограниченной струны (сме-
(смешанная задача для уравнения струны) [19], [23, т. IV],
[28], [29]. Здесь мы будем рассматривать уравнение

где функция ^(х) не обязательно положительна. Будем счи-

считать, что р (х) :>= const ^> 0, р (х) ^ const ^> 0, р, р', q и р

непрерывны.

Пусть надо решить уравнение B.64) в области t^O,
a^x^b, если выполнены краевыеусловия типа Штурма—Лиу-
вилля

x~° '

\ B.65)
«ssl^u, IPi|-HM>0 J

и начальные условия

Задача B.64), B.65), B.66) называется смешанной задачей
для уравнения B.64). Решение задачи B.64), B.65), B.66)
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можно записать в виде ряда по собственным функциям урав-
уравнения Штурма—Лиувилля

и(х, t)= 2
n=l

B.67)

Здесь уп
— я-я нормированная собственная функция уравнения

Штурма—Лиувилля,
ь ь

Ап = \ ?(х)и^х)уп{х)йх, Вп=\ р (х) щ (х)уп (х) dx,
а а

t ь B-68)

с» = ^тг \sin ^Х« <? ~ ^ <М /(х- *)Уп (*)dx-
V кпо a

Пусть /= 0. Если функция и имеет две. непрерывные произ-
производные и удовлетворяет уравнению B.64), краевым и началь-

начальным условиям B.65) и B.66), то обязательно

0 \х~Ъ = °>
= 0, р,н, + %щ \х_ь = 0,

и если а2 = 0, то

Тх (р (х) и'о) — q (х) щ \х_а = 0;

если р2 = 0, то

Тх (Р (х) aj) — q (х) н0 \х.ь = 0.

Эти условия называются условиями согласования (ср. стр. 43).
Пусть выполнены условия согласования, и пусть и0 имеет

три непрерывные производные, а щ
— две непрерывные про-

производные. Тогда ряд B.67) допускает двукратное почленное диф-
дифференцирование и дает классическое решение задачи B.64),
B.65), B.66). Если гладкость щ, щ меньше, чем указано, или

не выполняются условия согласования, то ряд может схо-

сходиться к разрывной функции и давать только обобщенное

решение (см. § 1 гл. I) уравнения р (х) utt
— Lu = 0. См. также

[19], [23, т. IV].
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3. Более общая смешанная задача. Пусть t = ;л (х) —

гладкая кривая, в каждой точке которой

их
Р(х)'

B.69)

Такую кривую мы будем называть кривой, ориентированной
пространственным образом.

Рассмотрим задачу (которую тоже называют смешанной)

JL(p (х) их) - ? (х) н = р (х)р (а < х< Ь), B.70)

а,и + а,их U_a = с @, р,н + р2нл |ж_6 = d {t), B.71)

и Ь_р.(л) = Но (х), щ \{_^х) = и, (х). B.72)

Пусть 8(х—х0) — 8-функция Дирака, сосредоточенная в

точке х0 [7].
фундаментальным решением смешанной задачи B.70),

B.71), B.72) называется решение v(x, t, х0, ^0) следующей
смешанной задачи для t ^ ?

B.73)

С помощью метода Фурье нетрудно получить формулу

Zitu — t), t<to- B.74).71 (V i V t\ V-^iV \X, I, Xq, Iq) 7,
?A УК

Применяя формулу Грина к выражению

|1 (л:) « t

)г»]-
~ v [р S" - Тх ^и
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нетрудно получить, что

nxv
— uvx) p dt] —

— \ $
V- («) I* (»)

B.75)

Интегрирование по кривой t = p{x) здесь следует проводить

слева направо. Из формул B.71), B.72), B.73) следует, что

формула B.75) выражает решение задачи B.70), B.71), B.72)
через известные величины.

Формулой B.75) следует пользоваться таким образом: надо

подставить в B.75) вместо v ряд B.74) и результат его фор-
формального почленного дифференцирования по х и по t. После

этого следует формально переменить порядок суммирования
и интегрирования, что даст нам ряд, представляющий и (лг0, ^>)-

4. Случай уравнения

B-76)

Вся теория пп. 2 и 3 обобщается на уравнение B.76). Реше-
Решение задачи

Jsr = — е (О Щ + (^ (р (х) их) — q (x) и) fit),

B.77)
\х-а = 0> Pi" ~\~ %их \х-Ь = 0>

|(_о — "о Wi п( U-o — 'ri W

дает формула

и(х, 0=2 (^л7"i» @ + ВпТы (t))yn (х). B.78)

Здесь уп (х) — собственные функции задачи Штурма—Лиувилля
B.51), B.52) при р=1,

Ап= \н0(х)уп (х)dx, В„=\щ (х)уп(х)dx,
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Т\п, T<in — решения дифференциального уравнения

удовлетворяющие начальным условиям

Здесь Хп — л-е собственное число задачи Штурма—Лиувилля.
Тем же способом, как это сделано в п. 3, можно решить

уравнение

с, t) B.79)

при краевых условиях B.71) и начальных условиях B.72).
Для этого следует построить (в виде ряда типа B.74)) ре-
решение задачи

d2v dev . j д

dt*~.'dt ^\дх

)

и затем применить формулу Грина к интегралу

))аь "{Х> >[дР~Ж

и | деи
xdt. B.81)

В результате получается формула, аналогичная формуле B.75),
решающая смешанную задачу B.79), B.71), B.72).

§ 4. Волновое уравнение

[15], [19], [23, т. II, т. IV], [28], [29], [33]

1. Задача Коши. Волновым уравнением называется урав-
уравнение

Qh = h,(
— а*Дн =/(*!, х% хп, f), a = const>0. B.82)
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Дифференциальный оператор

называется оператором Лоренца.
Задача Коши (см. гл. I, § 4) состоит в нахождении ре-

решения и(Х{, t) уравнения B.82) по начальным условиям

=/(**, О
B.84)

Фундаментальным решением задачи Коши называется ре-
решение задачи

}v= b(t, xi, xit...,xn), B.85)

Фундаментальное решение задачи Коши для п нечетного

имеет вид [33]

), B-86)v (хь..., хп, t) = -^j-

где 8 есть 8-функция Дирака [7]. В случае п четного

л-2

п±} л-1-

2

B.87)

Здесь через s* обозначена обобщенная функция, которая
является аналитическим продолжением обычной функции, оп-

определенной при ReX]>0 и равной s\ когда s^>0, и нулю,
когда s<0 [7].
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Решение задачи Коши B.84) можно записать через фун-
фундаментальное решение задачи Коши в виде

u(xl,...,xn,t) =

= S ...$«,F,
—со

+ 00

Xdtd%x...d%n, t^O. B.88)

Интегралы B.88) понимаются в следующем смысле [7]: если

/п-3\ ¦.
I j—_— I «А

п нечетное, то 8\ 2 / ft) заменяется через г п' .., затем

л —1 „

интеграл аналитически продолжается в точку s—• " СЛУ'

чае четного п интеграл понимается в смысле «конечной части»

по Адамару [15], [36] или в смысле аналитического продол-
продолжения по параметру [7], [39].

Интегралы B.88) можно выразить в терминах обычных

интегралов. При этом получается [15], [23, т. И]:

at „ _ а

И (Г, Xi,..., Хп) = j
- TT^ri

а"-(я-2I |
О О

B.89)
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Здесь Г, (ср) — усреднение функции <р по сфере радиуса г

с центром в точке $1(..., ?„:

¦*„)) =

ол
— площадь л-мерной сферы радиуса единица, равная

где Г — функция Эйлера; интегрирование ведется по ^ Ъп.
Для того чтобы функция и, определяемая формулой B.89),
имела две непрерывные производные, достаточно, чтобы

i хп) и f{t, Xi хп) имели Г-^^1 производных,

а щ имела | -у -f- 2 производных*).

При л = 2 и л = 3 формула B.89) сводится к форму-
формулам Пуассона:

при л = 2

u(t, хь

=—

2ita
I

«oFi,

B.90)

*) Символом у обозначается целая часть числа -=-.
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i Ш B.91)

2. Точечные источники колебаний [23, т. II], [24].
Точечным источником колебаний интенсивности w(t) на-

называется предел решений н8 при е-»-0 задач

П"? =/.(¦*<> О»

где

f.{x» 0 = 0 при r*= (л=2, 3)

и не меняет знака при г-с^е, причем

(dx — элемент объема).
Предельный переход дает:

при л= 2

и = lim не =

при л =

0,

2м
(u(t)rft

; B-92)

= lim ttt = t-L.
a

4ite2r

. B.93)
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3. Формула Кирхгофа [23, т. II], [28]. Пусть и (t, лг„ х*х3) —

решение уравнения

(xlt хь хя) е D B.94)

(D — трехмерная область с гладкой границей) — функция, не-

непрерывная со вторыми производными в открытой области

(—оо <^ t <^ -\- оо) X О ис первыми производными в замкну-
замкнутой области (— оо <^ t <^ -\- сю) X D. Тогда

Здесь 5— граница Дг=1/ ^ (хг — 5,-J, [F (t, xt, хь х3)] =

= F[t—-, 5i, ?2> ?з), интегрирование проводится по Si, E8, S3.

§ 5. Метод Фурье для многих независимых переменных

[13], [16], [19], [23, т. IV], [28], [29]

Пусть D — ограниченная область л-мерного пространства
с гладкой границей 5.

Нахождение решения и(хь ...,хп, t) уравнения

utt — Lu = F(xl хп, t), t^O, (*!,...,*„) ? Д B.96)

где
п

Lu= ^ d7 (А'"' (Хи ••¦'Х^Щ
по граничным условиям

о U= 0
'

B.97)
или

^+e(Jfi,...,Jf«)e5= O. B.970
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где

ди V . ди
B98)

и начальным условиям

^\ хь...,хп) B.99)

называется смешанной задачей.

Оператор Lu предполагается эллиптическим (см. гл. I, § 3):
л л

^ A if-id-j Ss с ^ aj, с = const> 0.

U=i « = i

Если
Lv =— Xv, уфО, B.100)

и функция v удовлетворяет краевому условию B.97) или

B.97'). то v называется собственной функцией эллипти-

эллиптического оператора L, а I — соответствующим ^собственным
числом. Для собственных функций эллиптического оператора

развита теория, аналогичная теории собственных функций

уравнения Штурма—Лиувилля (§ 2, [16]). Более подробно

изучен тот случай, когда L= A, где Д — оператор Лапласа

[12], [18], [30, т. II].
При весьма общих предположениях относительно области D

и коэффициентов Ау доказано [16], что существует счетное

множество собственных чисел, причем все они вещественны

и имеют единственную точку сгущения на бесконечности.

Если краевое условие имеет вид B.97) или B.97') при

и^О и, кроме того, С5= 0, то отрицательных собственных

значений нет. Единственный возможный случай, когда при
этих условиях может появиться нулевое собственное значе-

значение,— это случай краевых условий B.97') при а = 0, причем
нужно еще, чтобы С=0. Собственная функция при этом —

тождественная постоянная.

Каждому собственному числу отвечает конечное число

линейно независимых собственных функций. Собственные

функции vt и viy отвечающие различным собственным числам,
взаимно ортогональны в том смысле, что

\ 0. B.101)
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Если одному собственному числу отвечает несколько ли-

линейно независимых собственных функций vb v% vt, то их

всегда можно заменить такими их линейными комбинациями

= cnVi -f- Щ> B.102)

что

. Vt = CnVx -f CftVi -f . . . -f V[,

i vl будут уже попарно ортогональными.'
Итак, без ограничения общности можно считать, что собст-

собственные функции ортонормированы:

(vi, vJ) = \vivJdx= biJ =^ J=? B.103)

Если f(xb...,хп) абсолютно интегрируема по области D,
то ее рядом Фурье по собственным функциям опера-

оператора L называется ряд
+

п)vs(xlt ...,xn)dx.
B.104)

о

Если f{x) квадратично интегрируема, то ряд B.104) схо-

сходится к ней в смысле среднего квадратичного

я

\\f— ^csvs\sdx-^0 (л-> + оо) B.105)

и имеет место формула замкнутости (формула Парсеваля)

$|/|"dje=2lc«l'- B.106)
О s=\

При некоторых ограничениях гладкости на границу и на

коэффициенты Aif и о ряд Фурье B.104) сходится равно-

равномерно и допускает от-кратное почленное дифференцирование,
если в случае краевого условия B.97) / имеет

непрерывных производных и

г= 0. B.107)
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В случае краевого условия B.97') ряд B.104) сходится и

допускает от-кратное почленное дифференцирование, если

/}s=0. B.107')

Решение задачи B.96), B.97) (или B.97')), B.99) дает

формула
и(хи...,хп, t) =

+

Здесь

i хп). B.108)

An = ] "о (*i xn)vn (Xi xn) dx,
D

?n= $MiC*i x^VniXu ...,xn)dx,
D

t

Cn(t) = yr[smV%(t-'
X n) dx.

B.109)

В тех случаях, когда wo> »i и F удовлетворяют условиям, нало-

наложенным на f(xl,...,xn, t), ряд B.108) допускает /и-кратное
почленное дифференцирование и при т ^=2 дает дважды

непрерывно дифференцируемое решение смешанной задачи

B.96), B.97) (или B.97')), B.99). Если же и0, их удовлетворяют

меньшим условиям гладкости или не выполняются условия

B.107), B.107'), то ряд B.108) дает, вообще говоря, только

обобщенное решение смешанной задачи.

Используя фундаментальное решение задачи B.96), B.97),
(или B.97')), B.99), можно решить более общую задачу.

Назовем пространственноподобной такую поверхность

*=Р(*1 ¦*/>)> что при Xi xn?D

_ V А **:
±ш Ч dxjdxs-
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хп) найти решение ураь-

B.110)

удовлетворяющее краевому условию

Пусть надо в области

нения

utt
— Lu=f(xl хп, О,

u\s=ty(t, Xi хп)
или

ди
=1'(^ *i хп)

и начальным условиям

*„)= "оС*1 Х„),

B.111)

B.111')

B.112)

Фундаментальным решением смешанной задачи B.96),
B.97), B.99) или B.96), B.97'), B.99) называется обобщенная

функция v(t, t<>, Xi хп, х\,...,лги), удовлетворяющая при

t<^t0 уравнению B.96), краевым условиям B.97) (или B.97'))
и начальным условиям

v\ =0,
\t-t0

dv
dt

= b(xl — x°1 хп — х°п). B.113)

(8 — функция Дирака).
Применяя формулу Остроградского к интегралу

\-- -\ {«(vft — Lv) — v(iitt — Lu)\ dxdt,

получим:

Vf(xx xn,t)dxdt +

+

[(«vt-vut)

ди dv \ , о ,, .

vsN-ttm)dSdt+

cos nt . B.114)
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Здесь rf?— элемент гиперповерхности t= \i(xu ..., хп),
символ

-зд> определяется формулой B.98), п — внешняя нор-

нормаль; в частности, cos/tf-с^О на ?. Если функция v известна,

то правая часть формулы B.114) содержит только известные

функции. Для v нетрудно получить разложение

...,x°n)vnС*ь ..., jcJ. B.115)

Формулу B.114) следует применять так: вместо v подста-

подставить в правую часть ряд B.115), формально поменять поря-

порядок дифференцирования и интегрирования, и полученный ряд
даст решение задачи B.110), B.111), B.112) (или B.110),
B.1110, BЛ12)).

В работе [22] исследованы особенности фундаменталь-
фундаментального решения смешанной задачи в случае, когда D — конеч-

конечная выпуклая область с бесконечно дифференцируемой гра-
границей и л= 2, краевое условие имеет вид B.97) и опера-

оператор L является оператором Лапласа.

§ 6. Сведения о более общих гиперболических уравнениях

второго порядка

1. О f-гиперболическом уравнении второго порядка *).
Пусть

я

аг + о'=0 BЛ16)

— ^-гиперболическое уравнение. Коэффициенты уравнения
и вообще все функции, встречающиеся в этом параграфе,
будем считать достаточно гладкими.

Гиперповерхность t = \i(xl, ..., хп) в пространстве
t, xit ..., хп будем считать пространственноподобной (см.
стр. 63), т. е.

1-2Лу^^>°- .B.117)

*) См. § 1 настоящей главы.

3 В. М. Бабич в др.



66 ГЛ. П. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ [2

Задача Коши

Lu = G, и
t-lLlXA

Cf>> 6t
= <}) B.118)

с данными на такой гиперповерхности корректна.

Доказательство корректности в случае аналитических коэффи-
коэффициентов с помощью построения фундаментального решения имеется

в монографии [36] и статье [39]. В случае гладких коэффициентов
решение задачи Коши можно свести к решению интегрального
уравнения типа Вольтерра и, анализируя это уравнение, доказать

корректность. Такой метод применяется в монографии [36] для
четного п. Корректность в случае п нечетного отсюда выводится

как следствие с помощью так называемого метода спуска. Для п

нечетного задача Коши решается с помощью интегрального урав-
уравнения типа Вольтерра в монографии [27]. Для п четного приме-

применяется метод спуска (см. также [39]).
В монографии [27] изучена гладкость решения задачи Коши

в зависимости от гладкости коэффициентов и начальных данных.

Метод, примененный там,— априорные оценки решений в нор-

нормах W% ' (так называемые оценки энергетического типа). При до-
достаточно гладких коэффициентах для й-кратной непрерывной диф-

ференцируемости решения достаточно, чтобы у было k -\~ 1 -\- •=¦ I раз

непрерывно дифференцируемым, a A, ty — *"г"  "|Раз"
В случае постоянных коэффициентов указаны более точные

оценки гладкости для ф и ф (см. [14], стр. 38).
Метод интегрального уравнения Вольтерра дает, вообще го-

говоря, теорему существования решения задачи Коши только вблизи

поверхности, несущей начальные данные. Существование решения
задачи Коши «в большом» можно получить с помощью метода ко-
конечных разностей [16].

2. О фундаментальном решении задачи Коши. Для

линейного гиперболического оператора вида B.116) с глад-

гладкими коэффициентами существует так называемое фундамен-
фундаментальное решение задачи Коши.

Если Lu — гиперболический оператор вида B.116), то

фундаментальным решением задачи Коши для этого опе-

оператора называется обобщенная функция, решающая задачу
Коши:

'to

Mv= O, t-c^tto B.119)

U' W/l . (>(.X1—Xl Xn — Xn). {1Л1Щ
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Здесь М— дифференциальный оператор, сопряженный по

Лагранжу (см. стр. 20) с дифференциальным оператором L:

-i 'z-**0*00' Bл21)

а символ 8 означает 8-функцию Дирака [7].
Если функция Г (t, xs) ф. 0 удовлетворяет уравнению

Г? - S АиТ Г - 2 2Л0,.Г,Г =0 B.122)

при Г = 0, то поверхность Г (t, jct хп) = 0 называется

характеристикой оператора L. Если характеристическая

поверхность Г = 0 имеет коническую точку ^о> К> •••> хт

то такую поверхность называют характеристическим коно-

коноидом.

Функцию Г (t, Xi хп), определяющую характеристи-
характеристический коноид, можно выбрать так, что в окрестности точ-

точки ^0, jcJ, ..., Хп она будет достаточно гладкой, причем

Г= 2 Ни (^ хП <*i ~ х?) (*j ~ *J)+O((S (х, - tff)\
i,J=0 1=0

B.123)

Здесь x°= t, \\Htj(t0, x$)\\ — матрица, обратная матрице, ко-

которую образуют в точке t0, xi коэффициенты при старших
членах уравнения B.121). Аналитический характер фундамен-
фундаментального решения следующий:

1) п нечетное:

/п-3\

v = u(t, х„ V xb 8V 2 J
(Г) + в (Г) w {t, х„ t0, xl); B.124)

/я-3\

здесь 8^ 2 '
(Г) — производная порядка ?-=— от функции

Дирака, s (Г) — функция Хевисайда:

( 0,
•(Г)=
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2) п четное:
л—1

v = a(t, х„ t0, x?)T+

[2

B.126)
п—1

здесь Г+
2
— обобщенная функция, которая получается

при аналитическом продолжении «обычной» функции Г*

(ReX]>— 1) в точку Х = ——j-) и и w — достаточно глад-

гладкие функции своих аргументов, аналитические, если коэф-
коэффициенты уравнения B.116) аналитичны [15], [33], [36], [39].
Пусть фундаментальное решение определено вблизи про-

странственноподобной гиперповерхности

Fit, xb ..., *„) = < —l*C*i дгл) = О, B.127)

причем ^0^>^
Чтобы решить в квадратурах задачу Коши B.118), надо

применить формулу Остроградского к интегралу

V (н (t, xit ..., хп) Mv — vLu) dt dxi ... dxn
ч(*1 *„)<'«'о+« B.128)

(s^>0 произвольно);
это дает формулу

n

= \
t-=f.(xt xn) 1 = 0

cos (n, xt)ds-{-

vQdxi...dxn. B.129)

Здесь
ЛГ0 = t, COS (tl, Xo) = COS (tl, t),

ri

Y B.130)

нормаль имеет отрицательную проекцию на ось t. Фор-

Формула B.129) не содержит справа неизвестных функций (если г»

известна) и дает в квадратурах решение задачи Коши. Инте-

Интегралы в формуле B.129) имеют тот смысл, который придают
таким интегралам в теории обобщенных функций [7J.
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Для некоторых уравнений, в частности для важного

уравнения

utt — а*Дн-|-сн= 0, а>0, а, с = const, B.131)

фундаментальное решение можно выписать в явном виде [15],
[33], [36], [39]. Для гиперболического уравнения Lu = Q

корректна задача отыскания и внутри характеристического

конуса, если на поверхности конуса функция и задана. Если
известно фундаментальное решение, то решение этой задачи

выписывается в квадратурах [39].

3. О диффузии волн в случае уравнения второго по-

порядка. Пусть и решает задачу Коши B.118), причем О= 0.

Если u(t0, jc?) зависит только от значений начальных дан-

данных <р и ф в произвольно малой окрестности пересечения

поверхности t = \i(x1, ..., хп) характеристическим коноидом
Г = 0 с вершиной в точке (^о, ¦*?), т0 говорят, что для

уравнения B.116) отсутствует диффузия волн. Показано [36],
[39], что в случае четного п диффузия всегда имеет место.

В случае нечетного п отсутствие диффузии эквивалентно

равенству ге> = 0 (см. формулу B.124)). Таково фундамен-
фундаментальное решение волнового уравнения или уравнений, кото-

которые к нему сводятся заменой переменных. В случае п= Ъ

не найдено ни одного гиперболического уравнения вида B.116),
у которого существовала бы диффузия волн и которое не

сводилось бы к волновому заменой переменных и искомой

функции. Показано, что любое уравнение вида B.116)
при Aij, Л0/ = const, у которого отсутствует диффузия волн,
сводится заменой переменных и искомой функции к волно-

волновому уравнению [37]. В случае я= 5, 7, 9, ... существуют
уравнения, не сводящиеся к волновому, для которых диффу-
диффузия волн отсутствует [40].

4. О смешанной задаче. Для общего ^-гиперболического
уравнения Lu = Q корректна смешанная задача

Lu=Q в области DX @< *<+ оо), B.132)

••» */»)> и<[=0 =М.*ь •••> хп), B.133)

B.134)



70 ГЛ. И. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ [1

Здесь D — область «-мерного пространства с границей S

[16]. Смешанную задачу, рассмотренную в предыдущем пара-

параграфе, можно исследовать также с помощью преобразования
Лапласа и метода аналитической аппроксимации [16].

Смешанную задачу можно свести к решению обыкно-

обыкновенного дифференциального уравнения в функциональном
пространстве, которое можно изучить методами теории опе-

операторов. Это позволяет получить доказательство корректно-

корректности смешанной задачи с использованием очень небольшого

аналитического аппарата [5].
Из результатов работ [25] следует, что в широком классе

случаев решения уравнения B.116), определенные в области
D X (— о° <С ^ <С Л~ °°)> будут почти периодическими функ-
функциями времени.

Устойчивость решения смешанной задачи при t —¦ оо изу-
изучалась в работах [6], [26].

§ 7. Системы линейных гиперболических уравнений

1. Случай двух независимых переменных. Система

первого порядка [1], [19], [33], [34], [41]. Любую систему
дифференциальных уравнений в частных производных вида

У, (а„ (х, у)*? + *,, (х, у)д?) = cs(х, у) B.135)

(s = l, 2 v; н((лг, у) — искомые функции) в случае,
когда

det |!M^0,

можно записать в форме, разрешенной относительно -р-.
Только о таких системах и пойдет речь.

Система уравнений

где U=(L/lt иг, ..., Un) — вектор, составленный из

искомых функций, А = А (х, у) — матрица порядка N,
C= (Ci(x, у), ..., Сх(х, у)) — известный вектор, называется
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гиперболической по И. Г. Петровскому в области Q (х, у),
если в каждой точке области О уравнение

det [1Л — zE\\= O

имеет вещественные и различные корни х1 (х, у)<^...
Если в каждой точке кривой ls

дх , ч

B.137)

B.138)

то кривая называется характеристикой системы уравне-
уравнений B.136). Если вместо вектора U ввести новый искомый

вектор U=Hu, где Н(х, у) — неособая матрица, то мы по-

получим гиперболическую систему, эквивалентную исходной.

При таком преобразовании характеристики нового и старого

уравнений совпадают. Матрицу Н можно выбрать так, что

система B.136) перейдет в систему

где Т— диагональная матрица, вдоль диагонали

стоят собственные числа матрицы Л, т. е. ty х

считать, что система B.136)
определена в окрестности
оси Ох. Для системы B.136),
гиперболической по И. Г.

Петровскому, и для эквива-

эквивалентной ей системы B.139)
корректна задача Коши

ди

которой
v. Будем

У,

О

1

Ч 1

У

\/а X.
Рис. 2.(если матрица Л, векторы С

и if имеют непрерывные про-
производные первого порядка). Если Л, С и if имеют п непре-

непрерывных производных, то это верно и для решения задачи

Коши U.

Через каждую точку (лг0, Уо) можно провести N различ-
различных характеристик d Cn системы B.136). Решение
задачи Коши в точке (л:, у) зависит только от начальных

данных на отрезке АВ (рис. 2). Разрыв начальных данных
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в точке А приводит к разрыву в решении я(нь ..., н#) на

характеристиках, исходящих из А, и только на них. Раз-

Разрывные решения задачи Коши должны быть обобщенными

решениями системы уравнений B.136). Вектор и называется

обобщенным решением системы уравнений B.136) в области Д
если в этой области:

1) компоненты вектора и суммируемы,

2) для любого вектора ф, имеющего непрерывные про-
производные первого порядка и равного нулю в окрестности

границы D,

Пусть система уравнений B.139) задана в области

..>**(*, jO. B.141)

Тогда при дополнительных условиях гладкости корректна
смешанная задача

ди | ~

N

К у^О,

Р = 1, 2, ..., г,

•!,-.=¦ w-

B.142)

Здесь mJf
— заданные числа, if (t) — заданные функции,

1|з (л:) — заданный вектор.

2. Случай произвольного числа независимых пере-

переменных. Система линейных уравнений
N

dt'

X l=V. 2, ..., N.

. .. + km B.143)
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называется гиперболической по И. Г. Петровскому в точ-

точке (ta, xl, ..., лгЛ), если при любых действительных аг,
сумма квадратов которых положительна, определитель

det||Xm«G —

- ? А?/ V (Р *•) Х*»а?<... **«Ц, B.144)
*о + *i + ... + *„= т,-

8;у=1 при i=/, 8,-у = 0 при 1-ф],

имеет только действительные и различные корни X.

Для таких систем доказана корректность задачи Коши [21],
там же рассмотрены нелинейные гиперболические системы;
см. также [9], [10].

Задача Коши для системы B.143) ставится как задача

нахождения н,-(?, хь ..., лгдг) по начальным данным

t=o
=Щй(Хь ..., Хп), ...,

"

=Uiim \(Xi Хп),
-dt t t=o

'

B.145)

1=1, 2 N; H,-o H/,mj-i заданы.

Если поверхность F(t, xu ... , лг„) = О удовлетворяет

уравнению

det||»tf/?'-

o+. ..+*„
B.146)

то эта поверхность называется характеристикой системы

уравнений B.143). Если при ^= 0 начальные данные для

системы B.143) имеют разрыв вдоль достаточно гладкой

(л— 1)-мерной поверхности S, то решение задачи Коши будет
тоже иметь разрыв вдоль характеристических поверхностей,

проходящих через 5. Для гиперболических систем первого

порядка это показано в работе [32].
[Если начальные данные разрывны, то решения гипербо-

гиперболической системы в обычном смысле не существует. Реше-

Решение понимается в смысле интегрального тождества, подобно то-

тому как было определено в предыдущем пункте обобщенное

решение для системы первого порядка (см, формулу B.140)).]
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В случае N=\ система B.143) вырождается в одно

гиперболическое уравнение

дти v .(*» k.),. .. .. ч
дка ,

— + кп
к0 < m

*i *„)¦ BЛ43')

Обобщенная функция V(t, t0, xt лг„, jci лг?), удо-
удовлетворяющая уравнению B.143') при /=0 в области t^t
а при t= ta начальным условиям

лт-i

-x\ Xn—x®, BЛ47)

называется фундаментальным решением задачи Коши,
В случае Л^^> 1 роль фундаментального решения играет
фундаментальный тензор Vy (I, /=1, 2 N), компонентами

которого являются составляющие вектора (Vu(t, t0, xu ...

..., Хп, x°it .,.
, лги), Vtj, ... , Vffi), удовлетворяющие сис-

системе B.143) при fi = 0 и ^<^^о> а при t= t9 начальным

условиям
¦ч Я»У 

V, = 0,
dt

= 0
дГ) t=t0

= Ьф{xi -х\, ...
, хп — х°п) B.148)

(8,-у — символ Кронекера).
Для гиперболических по И, Г. Петровскому уравнений и

систем фундаментальные решения построены ([3], [7], [14] —
постоянные коэффициенты, случай одного уравнения, [2] —

случай системы и случай переменных коэффициентов). До-
Доказано, что фундаментальные решения имеют особенности

лишь на характеристическом коноиде, исследован характер
этих особенностей ([3] — случай постоянных коэффициентов,
[2] — случай переменных коэффициентов).

Характеристический коноид для гиперболической системы

определяется аналогично тому, как это делается в случае

одного уравнения второго порядка. Коноид для гиперболи-
гиперболического уравнения-высшего порядка состоит из нескольких

полостей. .
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Если фундаментальное решение в области между двумя
полостями характеристического коноида тождественно равно

нулю, то эту область называют лакуной. Исследованию лакун
посвящены работы [4], [20].

Зная фундаментальный тензор, решение любой задачи
Коши можно записать в квадратурах. При п=\ (случай
двух независимых переменных) фундаментальный тензор будет
обобщением функции Римана. Особенности компонент тензора
Римана будут находиться на характеристиках, проходящих

через точку х= х°, t = t0; характеристический коноид здесь
N

вырождается в ^ й« характеристических кривых. Для слу-
/-=1

чая N=\,n=\ фундаментальное решение подробно иссле-

исследовано в [38].
В некоторых частных случаях удается доказать коррект-

корректность задачи Коши для гиперболических систем и в случае
совпадения корней уравнения B.144).

Это касается, в частности, систем первого порядка

%= У A,(t, xdp-+ Bu+f B-149)Ot ?в± Ox i

(u = {ui(t, JCj xn)} > i^1»2. ¦••» N> At — симметри-
симметрические матрицы [35] порядка п), систем вида

d^= Lu +f(t, xt), и = (Hi (t, xu .... xn) uim(*,..., *„)),

B.150)

где L — так называемый сильно эллиптический оператор

второго порядка [5] (см. также гл. V, § 3 настоящей книги),
и некоторых гиперболических уравнений с двумя независи-

независимыми переменными [33].
Полные результаты о корректности задачи Коши получены

для уравнений и систем с постоянными коэффициентами.
Линейное уравнение с постоянными коэффициентами

Г> •¦• ' дГп

называется гиперболическим по Гордингу, если многочлен

в правой части имеет порядокsgm по всем аргументам,^т
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д
по аргументу ^т-

и если вещественные части корней урав-

уравнения Xm = L(X, iau ...,ian) ограничены при всех веществен-
вещественных о. И. М. Гельфанд и Г. Е. Шилов ([8], гл. III) назы-

называют гиперболической систему

линейных уравнений с постоянными коэффициентами, если;

а) степенной порядок роста функции A(s) не превос-

превосходит 1, т. е.

A(s)=ssa|s|-f*, a, b = const; B.153)

б) при вещественных s = a функция A(s) ограничена:

(с = const). B.154)

Здесь Л (s) = max Re ~kj (s), где ~kj (s) — характеристические
корни матрицы |P,ft(s)||, s = (sb ...

, sn).
Для гиперболических систем B.152) и только для гипер-

гиперболических, если ограничиться системами этого вида, задача

Коши с начальными данными при ^= 0 корректна в классе

достаточно гладких функций без каких-либо ограничений на

поведение этих функций на бесконечности [8]. Аналогичная

теорема имеет место и для уравнения B.151).



ГЛАВА III

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА

§ 1. Общие сведения

1. Понятие о гармонической функции. Простейшим
уравнением эллиптического типа является уравнение Лапласа,
которое для трех независимых переменных .имеет вид

или

Ди = div grad н = О,

а в случае п независимых переменных —

. д2и i д2и | . д2и

Уравнение Лапласа инвариантно относительно поворота
и переноса декартовых прямоугольных координат.

Функция и (jCj, х%, ... , хп) называется гармонической
в области D пространства п переменных xlt х%, ..., хп>
если в этой области она непрерывна вместе со своими

первыми и вторыми производными и удовлетворяет уравне-
уравнению Лапласа.

Если область D бесконечна, то на гармоническую функцию
обычно накладывают еще одно условие. Пусть бесконечная
область D имеет конечную границу; такая граница может

состоять, например, из конечного числа замкнутых поверх-
поверхностей, вне которых расположена область D. Обозначим

через R расстояние от точки (xlt xit ..., хп) до начала

координат: R =Ух\ -\- х\ -\- ... -f- л?. Упомянутое выше

условие состоит в том, что произведение /?л н должно
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быть ограничено на бесконечности, иначе говоря, должна

существовать такая постоянная С, что во всех точках области

D, достаточно удаленных от начала координат, должно удо-

удовлетворяться неравенство

а(хъ хъ ... , л:л)|«г-?й=г. C.1)

В случае двух переменных последнее условие сводится к тому,
что функция должна быть ограничена на бесконечности;
в случае трех переменных функция должна удовлетворять
в достаточно удаленных от начала координат точках области

неравенству

\«(х,У, *)!<¦§. C-2)

Уравнение
Дн=/(лг, у, г)

или, в случае п независимых переменных,

Аи =/(*!, лг2 хп)

называется уравнением Пуассона.

2. Простейшие задачи, приводящие к уравнениям Лап-
Лапласа и Пуассона,

1) Задача о стационарном распределении температур
в изотропном теле при отсутствии в нем источников и по-

поглотителей тепла приводит к уравнению Лапласа, в котором
и — температура, рассматриваемая как функция от коор-
координат.

Если в теле распределены источники тепла, мощность

которых не меняется со временем, то температура удовле-
удовлетворяет уравнению Пуассона.

2) Установившееся потенциальное течение несжимаемой

жидкости также приводит к уравнению Лапласа. Для потен-

потенциального течения вектор скорости «= gradH, где и — по-

потенциал скорости. Если в потоке отсутствуют источники и

стоки жидкости, то и удовлетворяет уравнению Лапласа; при
наличии распределенных источников и стоков потенциал

скоростей удовлетворяет уравнению Пуассона.



31 $ I. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 79

3) Потенциал электростатического поля удовлетворяет

уравнению Лапласа в области, не содержащей зарядов, и

уравнению Пуассона в области непрерывно распределенных

зарядов.

4) Потенциал ньютонова гравитационного поля удовле-

удовлетворяет уравнению Лапласа в области, не содержащей гра-
витирующих масс, и уравнению Пуассона в области, содер-
содержащей распределенные гравитирующие массы.

5) Задача упругого кручения призматического стержня

приводит к двумерному уравнению Лапласа для так назы-

называемой функции кручения. Через эту функцию и ее произ-
производные просто выражаются напряжения и деформации. К дву-
двумерному уравнению Лапласа приводит также и задача изгиба

призматического стержня.

6) Задача о статических прогибах мембраны приводит
к двумерному уравнению Пуассона, в котором и — прогиб
мембраны, а f(x, у) — отношение интенсивности внешней на-

нагрузки к напряжению мембраны.

3. Уравнение Лапласа в криволинейных координатах.
Если ввести криволинейные ортогональные координаты qt, qit

<73, то оператор Лапласа преобразуется к следующему виду.

шлх ди\ , д ///,//, а

Л Я, dqj^dq2[ Hs d

, д (HlHi ди\\ „ „

+ЗлП?Г^Л' C-3)

где

На плоскости

1 [ д /Н,ди\ ¦ д (H.du
H \ d [н д) "Г д [Hd
1 [ д /Н,ди

—

HtHt \ dqi [н, дЯ1
C.4)

Коэффициенты Ht называются коэффициентами Ламе *).

*) Значения коэффициентов Ламе для наиболее употребитель-
употребительных систем криволинейных координат см. в СМБ, Математический
анализ, дифференцирование и интегрирование, гл. IV.



80 ГЛ. III. УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА [3

Формула C.3) очевидным образом распространяется на

случай любого числа координат.

Приведем выражения оператора Лапласа в некоторых,
наиболее употребительных, системах криволинейных координат.

Круговые цилиндрические координаты:

0 sg: Г <^ ОО, — ir

Связь с декартовыми координатами:

jc= rcoscp, _y = i

Оператор Лапласа:
I

Дн ±ган=7 дг У
Эллиптические цилиндрические коорди-

координаты:

<9з<+ oo.

Связь с декартовыми координатами:

х= <7i<7a = ch a cos 9,

Оператор Лапласа:

I g? —g| ^«1
~

V(qi 1) A - 9i) дг* I
¦

Параболические цилиндрические коорди-
координаты. Выражение декартовых координат через цилиндри-
цилиндрические:

где ^1. 9а и Яг изменяются от — оо до -|~ оо.
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Оператор Лапласа:

Дв=-
' {д*и ' д*и

Параболоидные координаты (параболические
координаты вращения):

X, (i изменяются от — оо до -f- оо, — тс <^ ср ^ -\- п.

Связь с декартовыми координатами:

XCo j; Xsin г (^2 а)

Оператор Лапласа:

д |\ <Э«1 , д |\ да

Иж LX(i 5xJ+ф р aTrJ + тгб? }¦
Биполярные координаты. Обозначим соответ-

соответственно через Г\ и г2 расстояния от точки М (х, у) плоскости

хОу до точек fi(l, 0) и ,Р2(—1, 0); пусть tpi и Ъ
—

Углы,

образуемые векторами F^M и F%M с положительным направ-

направлением оси х. За новые координаты примем

-(- it, — оо<^

Связь с декартовыми координатами:

shot sinp
х—

Cha— cosp'
-У~ cha —cos?

' г —¦г-

Оператор Лапласа:

Ди= СП a — cos pY\ з-т+ аят -+- т-ц ffrr тт У.
\

v> \ да3 ' др! "^ (ch a —cos рI ог* f

Бисферические координаты:
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Связь с декартовыми координатами:

sin a cos 9 sin a sin V sh Р
Х

ch p — cos a
' У ch p — cos а

' Z
ch p — cos а

"

Уравнение Лапласа имеет вид

sin а ди\
|

д I sin а ди

p — c°Sa ^«/ <Э? UhP— cos а pJ
1

' д*п
=

^^ sin а (ch р — cos а) дер2

Подстановка k = |/2 j/ch C — cos а г; приводит предыдущее

уравнение к виду

¦3-5 + 335 + х- ctg a r v
da2 ' dps ' da 8 4p sm2a

Тороидальные координаты:

Связь с декартовыми координатами:

sh a cos <p sh а sin ф sin P

ch а — cos р
' у ch а — cos р

' ch а — cos p
'

Уравнение Лапласа:

d / sh а ди\
|

d / shot d«\ ¦

да \ch а — cos Р да) *Т" dp \ch а — COS P dp/ "•"

^^ (ch а — cos P) sh а dip8
'

Подстановка н = "|/2 "j/cha — cos C г> приводит к следую-

следующему уравнению:

d2v , dsv \ dv ,, i
1 i 1 d2v n

зт 4- Ъ55- + 3- cth a + -г- г; Ч—rs— 3-5- = 0.
da3 ' dp2 ' da '4 I sh2a d<fa

Вытянутые сфероидальные координаты:

1С <^ tp ^S ~)~ 1С.
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Связь с декартовыми координатами:

x= sha sin fi cos <p,

j/
= sha sin p sin cp,

2= chacos [J.

Оператор Лапласа:

Att= \ 8ЬяН sinb +

Сферические координаты:

Связь с декартовыми координатами:

х= г sin 6 cos cp, У= г sin 6 sin cp, 2= r cos 6.

Оператор Лапласа:

д ( 2 . г,ди\ , д I . „ди\ , д I 1

rsmV) + lsme) + (
Эллиптические координаты. Выражения декар-

декартовых координат через эллиптические:

о_(
х —

(а2 —б2) (а2 —с2)

у
(б2—cs) F3 —а2)

'

.г_(сг + Х)(с2+[.)(с2 + у)
(с2 — а2) (с2 — б2) '

где

— с2<Х<оо, — ^<|д.<— с2, _

Введем обозначение
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тогда

Дц =
4

- ^) (v - X) (X - у)

X —v д I
г

ди\ . ft —X д I . ди

7ШМ}Гт+ lv7W5
Если положить —р=^= аа., rL_ =ар, г

= от. то

//(X) !//([*) V/()
"

X, (i, v — эллиптические функции Вейерштрасса от новых

переменных а, р, f. Х = |»(а), (х = |эф), v==j»(-]f). Прове-
Проведенное преобразование называют иногда преобразовани-
преобразованием Ламе.

Двумерный оператор Лапласа и конфор-
конформное преобразование координат. Если новые ко-

координаты qx и q2 связаны с х и у соотношениями

дх ду дх ду

dq2 dqt
' dq^ dq2

и —, -Jt- не обращаются одновременно в нуль, то преоб-

разование называется конформным. При этом преобразовании

_

1 Jd'u , д*и\

Уравнение Лапласа принимает вид
g-g -f- з-^

== 0, т. е. оста-

остается инвариантным.

4. Фундаментальные решения уравнения Лапласа. Не-

Непосредственным дифференцированием можно проверить, что

функция

v{M, Mt)=—— /

'

г V(x-xo
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удовлетворяет уравнению Лапласа всюду, кроме точки

Мо&ьУо, z0).
Эта функция называется фундаментальным решением

уравнения Лапласа. Ее производные по любому не завися-

зависящему от точки М направлению также будут гармоническими

всюду, кроме точки Мо (х0, уо, z0).
Если и — потенциал электростатического поля, то фунда-

фундаментальное решение v(M, Жо) с точностью до постоянного

множителя равно потенциалу в точке М, созданному единич-
единичным зарядом (источником поля), помещенным в точке Жо.
Аналогичное физическое истолкование можно придать функ-
функции v(M, Mo) и в других физических задачах.

Для плоского случая,

А д*и , дЧ .

фундаментальным решением будет функция

v(M, Ж0) = 1п-= 1п ¦

C.6)г У(х— х0У + (у~yo)a
v >

для л-мерного случая, п ^> 2, — функция

v= -^=r. C.7)

§ 2. Интегральные формулы

1. Формулы Грина. Первая формула Грина:

\ vkudx= I v^dS— \ gradиgradг;dx=

С
=

п

ди ,р С \i ди dv ,

Вторая формула Грина:

(v%-u%)d& C.9)

Здесь v обозначает внешнюю нормаль к поверхности 5.

Формулы Грина верны при любом числе п независимых

переменных, если область D конечная, ее граница 5 кусочно
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гладкая, функции них; непрерывны вместе со своими пер-

первыми производными в замкнутой области ?)= /5-J-S, а вто-

вторые производные этих функций непрерывны в открытой об-
области D.

Если функции и и х> гармоничны в D, то формулы Грина
принимают вид

Формулы C.10) и C.11) верны и для бесконечной области

D, если функции них; удовлетворяют условию C. 1).
При v= n формула C.10) переходит в так называемую

формулу Дирихле

]|(?Ь (ЗЛ2>

верную, если функция и гармонична в D. В случае трехмер-
трехмерного пространства формула Дирихле имеет вид

2. Свойство нормальной производной гармонической
функции. Если функция и гармонична в конечной области Д
то

Эта формула получается из формулы C. 10), если в послед-

последней положить v= 1.

3. Фундаментальная формула. Пусть D — конечная трех-

трехмерная область, ограниченная кусочно гладкой поверхностью 5.
Пусть Л/о — точка внутри D; через М обозначим точку, ко-

которая может находиться как внутри, так и на границе обла-

области D. Через г обозначим расстояние между точками М и



31 § 2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ 87

Мо, через v — внешнюю нормаль к 5, проведенную через
точку М.

Пусть функция и(М) непрерывна вместе со своими пер-
первыми производными в замкнутой области D-\-S, тогда как

вторые производные этой функции непрерывны по крайней
мере в открытой области D. Тогда имеет место формула

J. C.13)
b

Если функция и гармонична в D, то

rfl.
(ЗЛ4)

формула C. 14) верна и для бесконечной области Д если

только гармоническая функция и удовлетворяет условию C.2).
В пространстве п измерений, л^>3, верны аналогичные

формулы:

/«л
_ «(А!)

-~\-^rbuW)dx C.15)

и, если функция и гармонична в D,

Й (ЗЛ6)

Здесь а„ — поверхность единичной сферы в л-мерном про-

пространстве (см. стр. 58).
Для плоского случая (я= 2)

f Ди(Л0 \t\ydx. C.17)
b
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Все поверхностные интегралы, входящие в правые части

формул C.13) — C.17), допускают дифференцирование под

знаком интеграла по координатам точки М„ и являются гар-
гармоническими в области D функциями этой точки.

§ 3. Основные свойства гармонических функций

1. Дифференцируемость и аналитичность. Гармониче-
Гармоническая функция дифференцируема бесконечное число раз, и

все ее производные гармоничны. Более того, всякая гармо-
гармоническая функция аналитична.

2. Теорема о среднем. Пусть функция и(х) гармо-
гармонична в п-мерной области D, и пусть шар, ограниченный
сферой S, целиком расположен внутри области D. Тогда

значение гармонической функции в центре С сферы S равно
среднему арифметическому ее значений на поверхности
этой сферы:

Здесь г — радиус сферы S, а„— площадь поверхности сферы
радиуса единица (см. стр. 58).

Для плоскости и для трехмерного пространства теорема
о среднем соответственно принимает вид

(здесь 5— окружность радиуса г с центром в точке Q и

Верна и обратная теорема: если в области D функция и

непрерывна и для нее справедлива теорема о среднем, то

эта функция гармонична в области D.

3. Принцип максимума. Если функция гармонична в ко-

конечной области и отлична от тождественной постоянной,
то внутри области эта функция не принимает ни наиболь-
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шего, ни наименьшего значения. Если данная гармоническая

функция, кроме того, непрерывна в замкнутой области (т. е.

в области вместе с ее границей), то эта функция принимает
как наименьшее, так и наибольшее свое значение только на

границе области.

Две гармонические функции, совпадающие на границе
области, тождественно совпадают и всюду внутри.

4. Теорема Лиувилля. Функция, гармоническая во всем

пространстве (на всей плоскости) и ограниченная сверху
или снизу, есть постоянная.

5. Первая теорема Гарнака. Если последовательность

функций uk, гармонических внутри конечной области и

непрерывных на ее границе, равномерно сходится на гра-
границе, то она равномерно сходится и во всей области.

При этом предельная функция и=Hm uk будет гармониче-
гармонической внутри области. *~'00

6. Вторая теорема Гарнака. Пусть uk — неотрицатель-
неотрицательные функции, гармонические внутри области D. Если ряд
со

^ uk сходится хотя бы в одной внутренней точке об-
k=\

ласти, то он сходится всюду внутри области,

сумма его— гармоническая функция и для всякой замк-

замкнутой подобласти, целиком лежащей внутри D, сходи-
сходимость равномерна.

7. Вариационные свойства. 1) В классе непрерывно диф-
дифференцируемых в замкнутой области функций, принимающих
заданное значение ср (М) на границе 5 данной области D, функ-
функция, гармоническая в этой области, сообщает наименьшее

значение так называемому интегралу Дирихле

2) Гармоническая в области D функция, удовлетворяющая
на границе 5 этой области краевому условию

Cл9)
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где h = const ^> 0, а ф — заданная на 5 непрерывная функ-
функция, сообщает, в классе непрерывно дифференцируемых в

замкнутой области функций, минимум функционалу

D [и] + \ (йн2 -f 2фи) dS. C.20)
s
\
s

3) Вариационный принцип, сформулированный в 2), оста-

остается в силе и тогда, когда h= 0, но в этом случае функция

ф необходимо должна удовлетворять равенству

5ф</5=0. C.21)

Функция, удовлетворяющая в области D уравнению Пуас-
Пуассона

Ди= —/C*i, *».... хп) C.22)

и одному из перечисленных выше краевых условий, обладает
теми же вариационными свойствами, с той разницей, что ин-

интеграл Дирихле D[u] должен быть заменен интегралом

C.23)

при Л = 0 условие C.21) должно быть заменено следующим:

S= 0. C.24)

8. Гармонические функции от двух независимых пере-

переменных и аналитические функции от комплексного пере-
переменного. Действительная и мнимая части любой аналитиче-

аналитической функции от комплексной переменной z= x-\-iy пред-
представляют собой гармонические функции.

Пример 1. Гармонические полиномы от двух незави-

независимых переменных. Положим/(г)= z", где п — целое поло-

положительное число. f{z) — аналитическая функция при всех
значениях z. Действительная и мнимая части от (x-f-iy)"
называются гармоническими полиномами.
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Приводим выражения для гармонических полиномов при

различных значениях л:

л Re (z")= г" cos лср lm (zn) = г" sin лср

1. х у

2. ха —У 2ху
3. х3 — 3xj>2 Зх2.у —У
4. х4 — 6х2У +У 4 (x3j/ — xj/3)
5. х5 — 1 Ох3У -f- 5xy4 5x4j/ — 10х2У -f-j/8
6. х6 — 15х4У -\- 15хаУ —_у6 6x8j/ — 20х3У -f- 6x_y8
7. х' _ 21хУ + 35х3У — 7хУ 7х6у — 35лг*У+21лгУ —у1
о. л

—
'

Пример 2. Функция /(г) = г~", где п — целое положи-

положительное число, аналитическая всюду, кроме точки 2= 0

(лг= О, у= 0). В соответствии с этим функции

rcosmp ^, г

Im (г~")= — г" sin щ=—

гармоничны в любой области, не содержащей начала коор-

координат.

Пример 3. Функции еаг, cos a.z, sin a.z, ch az, sh az

аналитичны при всех значениях z. Отделяя их действитель-

действительные и мнимые части, придем к важным гармоническим функ-
функциям:

е*х cos ay, eax sin ay, cos ax ch ay, sin ax sh ay,

sin ax ch ay, cos ax sh ay, ch ax cos aj/,

sh ax sin ay, sh ax cos aj/, ch ax sin ay.

Пример 4. Функция /(г)= 1пг аналитична в плоско-

плоскости z с выключенной полупрямой j> = 0, x<0. Ее действи-

действительная часть In У х2 -f-у2 и ее мнимая часть arctg — будут

гармоническими функциями в указанной области.
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§ 4. Основные краевые задачи для уравнений
Лапласа и Пуассона

1. Внутренние краевые задачи.

а) Первая краевая задача, или задача Ди-

Дирихле. Требуется найти функцию, которая внутри области
D удовлетворяет уравнению Лапласа (Пуассона), непрерывна
в замкнутой области, включая границу S, и принимает на

границе заданные значения

= ?. C.25)

б) Вторая краевая задача, или задача Ней-
Неймана. По-прежнему разыскивается функция, непрерывная

внутри области и удовлетворяющая в ней уравнению Лапла-
Лапласа или Пуассона, а на границе этой области — краевому
условию

Если искомая функция удовлетворяет уравнению Лапласа, то

входящая в краевое условие данная функция ф необходимо
должна удовлетворять равенству C.21). Если искомая функ-
функция должна удовлетворять уравнению Пуассона C.22), то

функция ф должна удовлетворять равенству C.24).
в) Третья краевая задача отличается от второй

тем, что условие C.26) заменяется краевым условием C.19).
Условия C.21) и C.22) перестают быть необходимыми.

Физический смысл трех краевых задач проиллюстрируем
на задаче о стационарном распределении температур.

В задаче Дирихле задаются температуры на границе тела.

В задаче Неймана заданы тепловые потоки через границу,

пропорциональные ^ ; физический смысл условия C.21) та-

таков: для сохранения стационарного распределения температур

суммарный поток тепловой энергии, протекающей через
границу тела, должен быть равен нулю. Условие C.22) есть

условие равенства энергии, выделяемой источниками, рас-
распределенными в теле, и энергии, выходящей через границу
тела.
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В третьей краевой задаче рассматриваются условия тепло-

теплообмена с окружающей средой, температура которой J-, где

h — коэффициент внешней теплопроводности, деленный на

теплоемкость.

г) Смешанная краевая задача. На разных участ-
участках границы задаются условия различных типов.

2. Внешние краевые задачи для уравнения Лапласа.
От внутренних эти задачи отличаются не характером крае-
краевых условий, а только тем, что искомая функция должна

быть гармонична в области, расположенной вне одной или

нескольких замкнутых поверхностей, и должна удовлетворять
неравенству C.1); для трехмерного пространства это условие

принимает вид C.2), а на плоскости переходит в условие
ограниченности искомой функции на бесконечности.

3. Корректность краевых задач. Первая и третья крае-
краевые задачи имеют единственное решение; если граница обла-
области удовлетворяет условиям Ляпунова (см. § 8 настоящей

главы), то решение как той, так и другой задачи существует
и непрерывно зависит от краевых данных.

Несколько сложнее обстоит дело со второй краевой зада-

задачей (задачей Неймана). Сначала скажем о внутренней задаче

для уравнения Лапласа. Если краевая функция ф в условии
C.26) удовлетворяет равенству C.21), а граница области удо-
удовлетворяет тем же условиям Ляпунова, то решение задачи
Неймана существует, если краевая функция непрерывна; од-
однако это решение определено с точностью до произвольного
постоянного слагаемого и потому не единственно. Ясно, что

в этом случае не приходится говорить о непрерывной зави-

зависимости решения от краевой функции. В самом деле, можно

сколь угодно мало изменить краевую функцию, но так, чтобы
она перестала удовлетворять условию C.21), и тогда реше-
решение перестанет существовать. С другой стороны, если ре-
решение все же существует, то, прибавив к нему достаточно

большую постоянную, мы добьемся того, что двум сколь

угодно близким краевым функциям будут соответствовать
сколь угодно далекие решения задач Неймана.

Тем не менее непрерывная зависимость решения и здесь

будет иметь место, если: 1) малые изменения краевой функ-
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ции ф таковы, что они не нарушают равенства C.21); 2) про-
произвольное постоянное слагаемое, с точностью до которого

определено решение задачи Неймана, выбрано, например, так,

чтобы решение удовлетворяло равенству

в таком случае решение будет единственным и будет непре-
непрерывно зависеть от функции ф.

Для внешней задачи Неймана на плоскости остается в силе

все только что сказанное относительно внутренней задачи;

для разрешимости внешней задачи Неймана в пространстве

л^З переменных условие C.21) не является необходимым;

решение существует при любой непрерывной функции ф,
непрерывно зависит от ф и единственно.

4. Задача Дирихле с разрывными краевыми условиями
(«обобщенная» задача Дирихле). Требование непрерывности кра-
краевых значений слишком стеснительно для приложений. Его можно

существенно ослабить. Так, в плоском случае будем считать, что

граничная функция непрерывна на границе всюду, кроме конечного
числа точек, где она имеет только разрывы первого рода. От реше-
решения потребуем, чтобы оно было ограниченным и непрерывным в

замкнутой области всюду, за исключением точек разрыва заданной

граничной функции.
«Обобщенную» задачу Дирихле для плоского случая можно

свести к обычной задаче. Пусть <p+(s0) и <p~(s0)— предельные зна-

значения граничной функции при s —> s0 при обходе контура соответ-

соответственно в положительном и отрицательном направлении, //=<p+(s0)—
— f (s0). Обозначим через а угол между двумя касательными, про-
проведенными в точке So в противоположных направлениях. Если точ-

точка s0 не угловая, то « = ii. Функция — arctg -——, где х0, у0
—

OL X Xq

координаты точки s0, будет гармонической функцией и непрерыв-
непрерывной всюду, кроме точки s0; при переходе через эту точку вдоль
контура она испытывает скачок, равный Н.

При приближении к этой точке изнутри по различным направ-

лениям она принимает значения, заключенные между —«-и+я-.

Функция Ф (s)= <p(s) arctg-^—^- будет уже непрерывна на
ОС X Xq

контуре.
Мы получим решение «обобщенной» задачи Дирихле, положив

i

и (х, y) = U (х, у) + ^ arctg ?=^,а X — Xq
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где U—решение задачи Дирихле, принимающее на границе непре-
непрерывное значение Ф (s).

При приближении к точке разрыва граничных условий по раз-

различным направлениям решение обобщенной задачи Дирихле может

стремиться к любому пределу, заключенному между <р+ (so) и <f~(s0).
В случае нескольких точек разрыва (xk, yk), k=\, 2,..., т,

полагаем

т

а(х, y) = U(x, у) + 'V^-arctgi^-,il't X — Хк

где U(x, у) удовлетворяет на границе условию

т

arctg
X — Xk

5. Приведение двумерной задачи Неймана к задаче

Дирихле. Введем функцию v {x, у), связанную с гармониче-

гармонической функцией и (х, у) уравнениями

ди dv ди dv

дх ду
'

ду дх'

(Эти уравнения называются уравнениями Коши — Римана,
иногда уравнениями Даламбера — Эйлера.)

Легко проверить дифференцированием первого уравнения
по у и второго по х, что если функция v имеет производ-

производные второго порядка по х и у, то она будет гармонической,
т. е.

Если функция v известна, то функция и находится интег-

интегрированием полного дифференциала (с точностью до посто-

постоянного слагаемого)

В силу уравнений Коши — Римана

dv ди
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отсюда на контуре v = \ ф (s) ds. Итак, для v мы получаем

задачу Дирихле. Решив ее и определив функцию v, находим

функцию и в квадратурах по формуле C.27). Изложенный
прием пригоден, если функция м- гармонична в односвязной
области.

§ 5. Решение краевых задач

1. Решение первой краевой задачи (задачи Дирихле)
для круга. Введем полярные координаты г, &; х=го.о%Ь,
у = г sin Ь.

Будем искать функцию н, гармоническую внутри круга

r<^R и принимающую на границе круга r= R заданные

значения м = ср(&).
Заданную функцию ср(&) разложим в ряд Фурье. Пусть

00

ср (&) = | +2К cos Ф -f Ъп sin nb); C.28)

как известно,

1С

Тогда решение нашей задачи можно представить в виде ряда

Ч+2 (й" ^a«cos л&+*»sin л&)- C-29)

Внешняя задача Дирихле для круга. Ее ре-
решение дается формулой

(т)" (a«cos пЬ+*»sin пЬ)- C-30)
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Интеграл Пуассона. Ряды C.29) и C.30) можно

просуммировать, результатом суммирования и будут интег-

интегральные формулы Пуассона. Эти формулы имеют вид

для внутренней задачи Дирихле и

для внешней задачи Дирихле.

2. Метод конформных отображений. Всякую плоскую
односвязную область, ограниченную кусочно гладкой кривой,
можно взаимно однозначно отобразить на единичный круг.
Задача Дирихле для такой области сводится к внутренней
задаче Дирихле для круга.

Обозначим новые независимые переменные через ?, -ц.
Пусть z = x -\-ly, С = \ -\- щ ?= \ (х, у), т] = т) (х, у), С = С {z)\
С (z) — аналитическая функция, реализующая отображение.
Тогда

dhi , ^и 1 id*u , dhn

di2 "+" д-tJ rfC 2 \дх2"+" ду2}"

Как известно,
Л, (О,
dz \oo

d2u , д2и п п ,

и, следовательно, ^р- -|- -^
= и. Разумеется, следует преоб-

преобразовать и граничные условия.

3. Вторая краевая задача (задача Неймана) для круга.
Решение имеет вид

00

и = 4г + У г" {А п
cos nb + Bn sin nb\

4 В. М. Бабич и др.



98 ГЛ. 111. УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА [3

где коэффициенты определяются равенствами

nRn-1An=^ ^ty (в) cos

—ft

1С

= ^ J«|»(9)sin«9</9,
ф — заданное на границе значение нормальной производной.

Коэффициент Ло остается неопределенным, и, таким об-

образом, решение задачи Неймана находится с точностью до

произвольной аддитивной постоянной. Ряд может быть про-

просуммирован и представлен следующим интегралом {интеграл
Дини):

а =
*

J t(9)Щ* + г'-2^гсо.(»-6)^
Внешняя задача Неймана для круга имеет

решением
00

°+2jn (А п
cos щ+Вп sin лср)-

Коэффициенты Ап и fin определяются равенствами

Суммирование вновь приводит к интегралу Дини.

Третья краевая задача. Решение аналогично, если

h = const.

Для внутренней задачи

00

°+2г"(Лп cos лср+fi«sin лср) •

Для внешней задачи

00

и=т+2 ^(Лп cos лср+fi«sin лср)-
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Коэффициенты Ат Вп для внутренней задачи определяют-
определяются из уравнений:

it

= ^ J ф (9) cos л8 <Й,

1
(л + hR) = I j ф (9) sin л8 d9,

Для внешней задачи они определяются из аналогичных

уравнений, в которых п заменяется на — л.

4. Решение задачи Дирихле для кольца, образованного

двумя концентрическими окружностями. Пусть Rt <: г sg R2;
при r = Rx м = ср,(&), при r = Rb м = ср2(&).

В области, не содержащей начала координат, ограничен-
ограниченным решением будет

ао

в =^ + Ц,Ш г +2 r"(^«cos «?+5„ sin

+ 2 ^ (Сп cos лср + Dn sin лср). C/34)

Коэффициенты Ап, Вп, Сп, Dn определяются из граничных

условий:
%<Я'-ЯаЧ' R _ РЦЬУЛ?

Л11| /,(81 /,(SI In D /j(l> 1n D

•"<•— 5—' и<> — "—'—~d >

In ^ In ill-'"
R,

"

Rs

b'i\ af\ bf — коэффициенты Фурье функций ср, (&) и
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5. Вторая краевая задача (задача Неймана) для
кольца. Решением будет по-прежнему ряд C.34). Коэффици-
Коэффициенты Ап, Вп, Сп, Dn определяются из граничных условий:

ди \ ди

l
ди

= #2 dr

ди D. , V п 1 / л

з-
= —° 4- / пг (А„ cos щ

-

оэ

— 2 ^ТГ (С„ cos лср -)- Dn sin лср),

alt1', «n1. W» *я' — коэффициенты Фурье функций Ft(cp) и

F2(cp); следует иметь в виду, что a'0*'Ri = а„"/?2> так как

Решение третьей краевой задачи проводится аналогично, если

h = const.

6. Первая краевая задача для цилиндра. Цилиндр ог-

ограничен плоскостями z= 0, z=l и поверхностью г = а.

Обозначим через щ гармоническую функцию, обращаю-
обращающуюся в нуль на ограничивающих плоскостях, а на боковой

поверхности принимающую заданные значения

tfl|r = o=/(<P, 4

Пусть, далее, м9 и м3
— гармонические функции, обращаю-

обращающиеся в нуль на боковой поверхности цилиндра и на одном

из оснований, а на другом принимающие заданные значения

Щ |*= о = <!>i (г, ?), и3 U =о= фа (г, ср);
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тогда

Vvi . .... | „,,, .
ч

" I / 1 . "/л.

••I — / 7 \Апт COS Щ •+- Опт Sin ЯСр) ; -г S1H -;-
'

a is. . /ЛОТ
л=0т=1 'п 1~7~

/ — модифицированная функция Бесселя первого рода,
2х г

-Лп/п = . /1 ¦¦¦, \ \ /"(?> 2) COS ЛСр Sin —

Bnm = -r\ I /(cp, Z) Sin Лср Sin —j-zdvj dz,

hJ f
Sh

= 2 2(^cos лср+^^sin щ)——

J—обыкновенная функция Бесселя первого рода, jiW — /и-й

корень уравнения Jn (;|,) = 0,
2it a

2 1

} )
2it a

, /,

: —,', —ttj- \ l (]>, sin лср Jn ( -^-J rdrdy;
" "

oo

= ««(''» ?> ' —2) с заменой (]>! на

7. Решение задачи Дирихле для сферы Г^Д. Рассмо-

Рассмотрим уравнение Лапласа в сферических координатах

д чди
Г

дг
( \_ (

дг\Г дг)~т~~Ш1 db\sm* дв)~т~ sin2 6

Преобразуем его, положив

\Ъ 9).
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Разделяя переменные, получим:

1 д/ . ,дУ\ ,
1 д^У_

sine \ )
— XZ=O.

Решения этого уравнения, ограниченные при 0 =—~ и 8 =

—-r~Y' существуют только при Х= я(я-|- 1), л = 0, 1, 2,...

Они называются шаровыми функциями Лапласа и выра-
выражаются следующим образом:

cos /иф,

sin /иср,
' ' '

При т= 0 получаем функции

обладающие осевой симметрией, т. е. не зависящие от <р.

Здесь Рп
— полиномы Лежандра, а Р^] — присоединенные

функции Лежандра порядка т.

Общее решение уравнения (**) при Х = л(л-(- 1) имеет вид

Частным решением, ограниченным внутри сферы, будет

Z= r".

Частным решением, ограниченным вне сферы, будет

Методом суперпозиции построим решение уравнения Лапласа,
ограниченное внутри сферы:

и=

-f S (Anm cos /иср + Впт sin /mp) Pim) (cos в) }• C.35)
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Коэффициенты Апт, Впт определяем из граничного условия
н=/(8, ср) при r = R, где /—заданная функция,

оо

+ 2 (А„т cos /иср + Впт sin /«ср) Рпт) (cos 8)},

откуда
_ J_ Bя

» Rn 2тс (п + m)!
-^

2it it

X \ \f\ Ф, <р) ^Г' (cos 8) cos /иср sin 8 ??8 d<p,
о о

_ _!_ Bя + 1)(я-тI v

2lt7t

X 5 j/i (9> ?) J°nm) (cos 8) sin wcp sin

C.36)

Подставляя найденные значения коэффициентов в фор-
формулу C.35), меняя местами суммирование и интегрирование
и проводя -суммирование, придем к формуле Пуассона, спра-
справедливой при ^

и= -i- (?/i (8, ср)
^~гг

j- dS. C.37)

При решении внешней задачи множитель г" в формуле C.35)
заменяется на г~п, в формулах C.36) Rn заменяется на R~n.

8. Гармонические многочлены от трех независимых

переменных. Однородные гармонические многочлены от трех
независимых переменных иногда называются шаровыми функ-
функциями. Их легко построить методом неопределенных коэф-
коэффициентов. Так, например, гармонический полином второй
степени можно построить из общего полинома второй сте-

степени

Р4 = ах1 -f- by1 -j- czl -f- dxy -)- eyz -\-fxz.
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Заметив, что АР2= -д- (а -)- ft -|~ с), видим, что полином будет

гармоническим, если с = — (а-\-Ь), откуда

щ= a (jc2 — 2а) -(- * (У* — **) + fifjcy + eyz -\-fxz;

a, b, d, e, f— произвольные постоянные.

Заметим еще, что мо = а, и1 = ах -)- by -\- cz. Вообще

гармонический полином я-й степени ип содержит In -\-1 про-
произвольных постоянных и является линейной комбинацией

In -f- 1 линейно независимых гармонических полиномов. Так,
линейно независимыми гармоническими полиномами второй

степени будут х* — z'\ у1 — z\ xy, yz, xz.

Всякий гармонический многочлен выражается через лапла-

сову шаровую функцию

где г, 8, ср — сферические координаты точки, К„ — собствен-
собственные функции уравнения (*).

9. Решение задачи Дирихле для прямоугольника

О^х^а, О^у^Ь. Положим и = Х(х) Y(у), получим

У" V"

~у~ту
— и>

откуда

или, наоборот,

Рассмотрим случай, когда на трех сторонах прямоуголь-

прямоугольника искомая функция равна нулю, а на четвертой стороне,

например на стороне у = 0, и ==/, (х), где /j — произвольная,
но достаточно гладкая функция. Мы удовлетворим всем усло-

условиям задачи, приняв k =— , A"=sin — x, Y=sb — (b—у),

оо

V л 1. яп /и
и= 2, An sh — (? — \ sin —

а

п = 1
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Определим коэффициенты Ап из условия

и w= 2i " "в"Sln т •*•
л=1

откуда

ash—bS

Если функция и отлична от нуля на стороне у = Ь, где

равна fi(x), а на трех других сторонах равна нулю, то ре-

решением будет
оо

¦V г. ¦ птс . пп

и= 2 BnsbTysmTx.
п= 1

Коэффициенты Вп определяются той же формулой с заменой

Л @ на /,(&).
Если искомая функция отлична от нуля только на стороне

jc=Oh равна здесь /з(у), то k = -r,

о

U_^_ ^ /^^ О fi ___ /"/7 _^.. V" | С1 ti _^_ 11

где

наконец, если и отлична от нуля только на стороне х=а и

равна здесь /4(у), то

оо

ЛЯ

DnshTxsi

Dn определяются так же, как и С„, — заменой /8 на /4.
Решение для общего случая граничных условий может

быть получено суммированием четырех найденных решений.

Задачу Неймана для прямоугольника рекомендуется
свести к задаче Дирихле.
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Третья краевая задача для прямоугольника.
Найдем гармоническую функцию, которая на трех сторонах прямо-
прямоугольника, например при х = 0, х = а,у

= 0, удовлетворяет гра-
граничному условию

а на четвертой стороне х=Ь — условию

да , , да

Положим

и = 2 са-^* (*) (ch V^X^y H~ Yft s'

Здесь Xft (лг) — собственные функции третьей однородной краевой
задачи дифференциального уравнения X' +ХХ—0 на отрезке @, а),
ХА—собственные значения этой же краевой задачи, коэффициент -^
подбирается из условия обращения в нуль выражения

ди , , ди .
,

-5- + hu = — з—Ь hu
дч ду

на стороне v = 0. Отсюда -1ь = —т=.

УХ„
Коэффициенты ск определим из условия

/(*) = 2 с* { 2Л ch уТ[> + (hu + УЦ) sh\rrkb } Хк (х).

Следовательно,
ь

__

*

{ 2ft ch У1ф+ (hu + уГк sh У\кЬ)} jj X\ E) rfi

Аналогично строятся решения, для которых

ди

отлично от нуля поочередно на каждой из остальных сторон. Окон-

Окончательный результат получается суммированием найденных решений.

10. Решение задачи Дирихле для параллелепипеда.
Решение вполне аналогично решению задачи Дирихле для

прямоугольника.
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Рассмотрим параллелепипед

Легко убедиться, что

. kit .па ,

ukn = sm
— х sin

-у у
sh mknz,

k=l>

решением уравнения Лапласа, обращающимся в нуль на всех

гранях параллелепипеда, кроме грани z = c.
00 00

Построим решение н== ^ 2 ^knukn и определим коэф-

фициенты Скп так, чтобы u=fl(x, у) при г= с, где/i —
заданная функция:

ОО 00

А (х, -V) = 2 2 C*"sh от*пС *sin
Т

*sin T-V)
n=1*=!

отсюда
а А

<$' ^ sin
T

$ Sin

Точно так же

00 00

_ . fai . ял .
, ч

-Jbn 3111 Л olli 7~ у Oil fil'bn \l*
^^ ^ /

» = u-i

представляет решение, обращающееся в нуль на всех гранях,

кроме грани 2= 0. На этой грани решение может быть за-

задано как /ъ(х, у); Dkn определяются, как и Скп, с заменой

Л на /2.
Аналогично с заменой z на х и соответственно z на у

строятся решения, обращающиеся в нуль на всех гранях,

кроме л; = 0, затем х= а, у= 0 и, наконец, у= а.

Окончательное решение получается суммированием шести

найденных решений.
Третья краевая задача решается аналогично тому,

как она решена для прямоугольника.
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§ 6. Функция Грина (функция источника)

1. Функция Грина для первой краевой задачи уравне-

уравнения Пуассона Дн=/(лг, у, z). Пусть и удовлетворяет урав-
уравнению Пуассона в замкнутой области D. Согласно фундамен-
фундаментальной формуле

да д ( \ \\ ,о , 1 С fix, у, г) ,

s\
S

C.38)

Пусть v — гармоническая функция в области D, тогда

- C-39)

Складывая C.38) и C.39), получаем:

и(Л10) = \ { 0^ - и^ } dS + J Qf(*, У, «) dx,
s Ъ

где

Q(M, Mu) =~+v.
'

C.40)

Если удастся определить v так, чтобы на поверхности

удовлетворялось равенство v=—

^—,
то О на поверхности

будет равно нулю, и так как и на поверхности задана, то мы

получим явную форму решения первой краевой задачи

и(Л10) =- J u^dS- J Qf(x, у, z)dx.
s Ъ

Для уравнения Лапласа /^0 и н(УИ0)= — \ н-^- dS.

i

Функция Q называется функцией Грина или функцией источ-

источника. Она удовлетворяет следующим условиям:
1) Функция G удовлетворяет уравнению Лапласа в об-

области D всюду, кроме точки М= М0, где она имеет особен-

1
ность вида -;—.4яг

2) На границе области G=0.

Эти два условия определяют функцию.
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3) Функция Грина симметрична относительно точек М

Q(M, M0) = Q(M0, M).

и 7И0:

Построение функции Грина сводится к решению первой
краевой задачи для функции v, принимающей на границе

области значение—j—; та-

таким образом, решив для

функции v первую краевую

задачу с условиями специаль-
специального вида, можно находить

решения первой краевой за-

задачи для уравнений Лапласа
и Пуассона с любыми гра-

граничными условиями.
Плоский случай:

1

Рис. 3.

где v гармоническая функция в области Z>, на границе

G=0 и, следовательно, v=— ^-1п —.

Функция Грина для круга:

R
О

dG

1 Г, 1
, R П

=
о-

In In— -г ,

24 г Ро г*У

(на границе области).

Функция Грина для сферы. Рассмотрим сферу
с центром в точке С и радиусом R (рис. 3). Назовем точки

Мо и М* симметричными относительно сферы, если они

лежат на одном луче, выходящем из центра сферы, и если

СМ0 ¦ СМ* = R\ Легко установить из подобия треугольников
М СММ* что если М — точка сферы, то

ММ0 СМ9 R
ММ*~ R

0

СММ0 и СММ

1 R 1
Введем функцию v =—

^ ^,

сферы (она гармонична всюду, кроме точки М*); на границе

СМ*'

гармоническую внутри
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v=
—2—• и> следовательно, Q=j-( 5). Приводим

пГда ,

r"

значение
д—

на границе области:

дО_ 1 /?в — pg
дп

Аналогично строится функция Грина для внешности сферы,
при этом точки УИ0 и М* меняются местами.

Понятие о функции Грина переносится и на бесконечные

области.

Функция Грина для бесконечной полуплос-

полуплоскости (у ^> 0):

(Ю

дп

dG

у-0

где /i (jc) — заданные значения функции на оси х.

Функция Грина для по л у п ро стра нств а г^>0.
Рассмотрим точки Мо и М*, симметричные относительно

плоскости г = 0. Расстояние произвольной точки М до этих

точек обозначим через г и г*; легко видеть, что

v °' 4я\ г г*

будет функцией Грина для верхнего полупространства,

да

г-о

dG

г-0

Решение первой краевой задачи для уравнения Лапласа

дается формулой
-(-00+00

2Л ] ' I/.. .. \9 I /.. .. \9 I _«l3/*j -^ '

— ОО — 00

где /i (.*, _v) — заданные значения функции и на плоскости

2 = 0.



21 § 6. функция грина 111

Решение для уравнения Пуассона получается добавлением
слагаемого

\ \ \Qf(x,y, z)dxdydz.
— оо — оо О

2. Метод Грина для решения второй краевой задачи

(задачи Неймана) уравнений Лапласа и Пуассона. Функ-
Функция Неймана (или функция Грина второго рода) И опре-

определяется следующими требованиями: в области D Н= ¦. \- v,

где v — гармоническая в D функция, на поверхности 5

дН ,

т-= const.

Решение задачи Неймана имеет вид

J ? \ Hf(x, у, z)dx-{-c.
s

Произвольная постоянная с может быть отброшена, так

как задача Неймана решается с точностью до произвольной
аддитивной постоянной.

Для уравнения Лапласа f(x, у, z) = 0 и, следовательно,

и(М0)= J
s

Функция Неймана для сферы (внутренняя за-

задача):
' ' R 1 /y*

И
1 . R— p cos 7 +'

S 4n\ r'~"R
П

2^

Обозначения см. на рис. 3. Решение второй краевой задачи

для уравнения Лапласа:

В решение уравнения Пуассона добавляется еще одно

обычное слагаемое.
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Функция Неймана для сферы (внешняя задача);

r1? R A — cosif) PPi

2_ 1_. R — p cos f + г

s— r R (l-cosT)p
'

1 С i ( 1
i /? — p cos -f H- r 2 ) , „

H = г- \ Ф \ 77 n /i -r—
— — \dS.4* J

T
l# A — cos-()p r j

§ 7. Сведения о более общих уравнениях
эллиптического типа

1. Уравнение Гельмгольца. Уравнение

часто называется уравнением Гельмгольца. Встречается при
решении волнового уравнения, а также уравнения теплопро-

теплопроводности в результате расщепления решения на множитель,

зависящий от координат, и множитель, зависящий от времени.

Уравнению Гельмгольца посвящена гл. IV настоящего

справочника.

2. Уравнение

Ьи-\-ах(х, у,г)Тх-\-а1(х, у, г)^ +

+ а3(х, у, z)? — q(x, у, z)u=f(x, у, г). C.42)

Свойства уравнения определяются знаком функции q(x, y,z).
Если q^O, то свойства уравнения C.42) во многих отноше-

отношениях аналогичны свойствам уравнения Пуассона. Так:

а) если аь а.2, а3 и /— дифференцируемые функции, то

существует единственное решение задачи Дирихле в области,
граница которой удовлетворяет обычным условиям;

б) в случае /= 0 для решений справедливы теоремы
Гарнака;

в) в случае /=0 и д=0 для решений справедлив прин-
принцип максимума;

г) если коэффициенты аь а2. #з и /—аналитические
функции, то и решения будут аналитическими функциями.
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1) Рассмотрим частный случай: al=a.2=ai= 0, /=0,

bu — q{x,y, г)и = 0, C.43)

где д^О; помимо свойств а), б) и г), справедлив принцип

максимума в следующей ослабленной форме:
Решения уравнения C.43), определенные и непрерывные

в замкнутой области, не могут во внутренних точках области

иметь положительных наибольших и отрицательных наимень-

наименьших значений.

2) Пусть имеем

Дм —Ааи= 0, C.44)

где k — действительное постоянное число (будем считать

А>0).
Фундаментальные решения в трехмерном

g—ht gkr
случае. Функции их=— и н2=

—

удовлетворяют урав-

уравнению C.44) всюду, кроме начала координат; их называют

фундаментальными решениями; первую из них, обращаю-
обращающуюся в нуль на бесконечности, называют также функцией
источника.

Если под г подразумевать расстояние от точки М до

некоторой постоянной точки Мо, то щ и на будут удовлетво-
удовлетворять уравнению C.44) всюду, кроме точки Мо.

Интегральное представление решения уравнения C.44):
д le~w\ e~kr д

Для неоднородного уравнения

Д« — khi =f(x, у, z)

Фундаментальные решения в двумерном
случае. Функции и, = Яо" (ikr) и щ = Н™' (ikr) удовлетво-
удовлетворяют двумерному уравнению C.44) всюду, кроме точки г = 0;
Яо1' — функция Ханкеля нулевого порядка первого рода,

//о2' — функция Ханкеля нулевого порядка второго рода. Пер-
Первая из этих функций, обращающаяся в бесконечность при
г= 0 и стремящаяся к нулю при г — оо, называется функцией
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источника на плоскости. Иногда пользуются обозначениями

я; •(ikr)=Kt(kr).
Формула C.45) в плоском случае заменяется следующей:

формула C.46) в плоском случае имеет вид

D

§ 8. Потенциалы

1. Определение. Функция
1 1

представляющая потенциал поля в точке Мо (х, у, z), соз-

созданного единичной массой (зарядом), находящейся в точке

УИ(?, •/], С), называется потенциалом (иногда ньютоновским

потенциалом). Эта функция симметрична относительно точек

М и Мо. Она удовлетворяет уравнению Лапласа всюду, кроме
точки /Йо.

2. Потенциал объемных масс. Потенциал объемных

масс, распределенных в области D с плотностью р (УИ) =
= р(?> •/], С), выражается интегралом

¦^ dx. C.47)

В области, не заполненной массами, т. е. вне области D,
этот интеграл имеет производные всех порядков и удовлетво-

удовлетворяет уравнению Лапласа. Ниже область D считается конечной;
в этом случае вне области D интеграл C.47) удовлетворяет
неравенству C.2).

Если точка Мо лежит внутри области, то интеграл C.47)
является несобственным, но абсолютно сходящимся.
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Если плотность р(УИ) непрерывна, то производные пер-

первого порядка -г-, -5- , -S- существуют и могут быть вычислены

дифференцированием под знаком интеграла:

~ и -Д вычисляются аналогично.

Если плотность р(/И) удовлетворяет в замкнутой области
D условию Липшица с положительным показателем а, то по-

потенциал C.47) имеет вторые производные, непрерывные

в открытой области D. Если а.<^\, то в любой внутренней
подобласти вторые производные удовлетворяют условию Лип-

Липшица с тем же показателем а.

Вторые производные объемного потенциала можно вы-

вычислять по формулам
д2и

дх' Мо

_

С д* ( 1 \ ,

—

} рдЩ>[ г)ах
D

и им аналогичным. Расходящиеся интегралы в этих формулах
следует понимать как сингулярные, т. е. в смысле их глав-

главного значения по Коши [10].
Объемный потенциал C.47) удовлетворяет внутри области D

уравнению Пуассона Дн =— 4п:р.

3. Потенциал простого слоя. Потенциал простого
слоя — это потенциал масс, распределенных с поверхностной
плотностью [л (/И) по некоторой поверхности:

& C.48)

Мы будем предполагать, что 5 — замкнутая поверхность,

разделяющая пространство на две области — внутреннюю и

внешнюю. Мы предположим также, что поверхность 5 есть

поверхность Ляпунова, т. е. удовлетворяет известным усло-

условиям Ляпунова: 1) в каждой точке поверхности существует
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определенная нормаль; 2) для каждой точки поверхности

существует окрестность, которую прямая, параллельная нор-

нормали в этой точке, пересекает не более одного раза; 3) угол,

образованный нормалями в двух точках УИ0 и М поверхности,
не превосходит величины Агь, где г — расстояние между
точками УИ0 и М, А и 8 — постоянные, причем

4) интеграл

[cosjr^l^

где v — нормаль к поверхности в точке М, ограничен.
Плотность ц(М) потенциала простого слоя будем считать

непрерывной на 5.

Если точка Мо расположена вне поверхности, то потен-

потенциал простого слоя является непрерывной функцией, имеющей

производные любых порядков, удовлетворяющей уравнению
Лапласа и регулярной на бесконечности.

Если точка Мй приближается к какой-либо точке поверх-
поверхности Ро, то интеграл становится несобственным, но остается

конечным и функция и остается непрерывной. Если в точке Рп
провести касательную плоскость и вычислить производные
от и по любому направлению, лежащему в касательной пло-

плоскости, то эти производные будут непрерывны в окрестно-
окрестности Ро и могут быть вычислены дифференцированием под
знаком интеграла; полученные при таком дифференцировании
интегралы следует трактовать как главные значения.

Производная по нормали оказывается разрывной в точке

Ро. Обозначим через v направление внешней нормали к 5

в точке Ро и через t|> — угол между направлениями v и М0М,
где точка Мй взята на нормали v. Если точка Мй не лежит

на S, то производная -^ вычисляется непосредственным диф-

дифференцированием под знаком интеграла, что дает

да

Пусть теперь Мо —* Ро. Тогда -^ стремится к различным

пределам в зависимости от того, стремится Мо к Ро изнутри
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или извне поверхности 5. Обозначая эти пределы соответ-

соответственно значками -j- и —, имеем:

да_
дч

~s~

да

дч (Ж) rfS-

ди да

Ро
= 4^(Р0).

C.49)

4. Потенциал двойного слоя. Назовем потенциалом
диполя предел потенциала, создаваемого двумя зарядами про-

1 1
тивоположного знака — и , помещенными в точках М

и М, находящихся на расстоянии е друг от друга, при е —¦ 0.

В любой точке Мо

н(М0) = lim e -Л,
s-»o L' ' J

где г, г' — расстояния от точки Мй до точек М и М'. Рас-

Раскрывая неопределенность, найдем:

,_ d/J_\_cos_9

Символ -ji означает производную в направлении ММ, назы-

ваемом осью диполя, у
—

угол между вектором М0М и

осью диполя.

Потенциалом двойного слоя называется интеграл

\
где а(М) — поверхностная плотность распределения диполей

вдоль поверхности S, причем оси диполей совпадают с на-

направлением v внешней нормали к поверхности. Будем счи-

считать, что поверхность 5 ляпуновская, а плотность а (Ж) не-

непрерывна на 5.

Для точки Мо, лежащей вне поверхности S, интеграл

представляет собой функцию, удовлетворяющую уравнению
Лапласа и удовлетворяющую на бесконечности неравен-

неравенству C.2).
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При переходе точки Мо через поверхность по нормали

к ней потенциал двойного слоя испытывает скачок:

(-)

Po

C.50)

Интеграл в формулах C.50) несобственный и вычислен

для случая, когда точка М0 = Р0 лежит на поверхности.

5. Потенциалы простого и двойного слоев в случае

двух независимых переменных. Потенциал масс, распреде-
распределенных вдоль линии L с линейной плотностью ц(М), равен

[yds. C.51)

Его называют логарифмическим потенциалом простого
слоя. Для всякой точки 7И0, лежащей вне линии L, потен-

потенциал будет непрерывной функцией, удовлетворяющей дву-

двумерному уравнению Лапласа. На бесконечности функция C.51)
имеет логарифмическую особенность. Интеграл C.51) остается

непрерывным и в том случае, когда Мо переходит через
кривую L, если она является кривой Ляпунова.

Потенциал двойного слоя

и(М0)=—
д In —

= J a(M)—~ds C.52)

также удовлетворяет уравнению Лапласа для точек Мо, ле-

лежащих вне кривой L, и удовлетворяет неравенству C.2)
на бесконечности.

Нормальная производная потенциала простого слоя терпит
конечный скачок при переходе через кривую L; предельные
значения этой производной вычисляются по формулам

да+- I
cos

г
ds — ujj, (Po)

C.53)
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при приближении точки Мо к Ро соответственно с внутрен-

внутренней и внешней стороны.

Потенциал двойного слоя также терпит конечный скачок

при переходе через кривую L; предельные значения потен-

потенциала двойного слоя вычисляются по формулам

C.54)

6. Потенциал масс. Потенциал масс, распределенных
в плоской области D,

и (Afo) = i \ р (Щ In ~- dx dy

удовлетворяет двумерному уравнению Лапласа вне области D
и уравнению Пуассона

Дц=— 2и:[а (х, у)

в области D, занятой массами.

7. Применение потенциалов для сведения краевых за-

задач к интегральным уравнениям.

а) Внутренняя задача Дирихле для уравне-

уравнения Лапласа. Предположим, что искомая функция есть

потенциал двойного слоя с неизвестной поверхностной плот-

плотностью о(УИ):

Для того чтобы эта функция была решением задачи Дирихле,
предельное значение и на поверхности 5 должно равняться
заданной граничной функции, которую мы обозначим через

/i (M), но на основании первой из формул C.50)

и :

Ро

- \ с(М) -^ dS=A (/>,). C.55)

Полученное уравнение есть интегральное уравнение

Фредгольма второго рода.
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Для внешней задачи Дирихле следует обратиться ко вто-

второй формуле C.50), и мы получим:

- \ с (АО 2&-dS=fi (P). C.56)
S

б) Задача Неймана. Решение задачи Неймана разы-

разыскивается в виде потенциала простого слоя и= \ ^—-dS,

где [л (Ж) — искомая плотность. С помощью формул C.49)
получаем интегральное уравнение

где /а (Ро) означает заданное значение нормальной произ-
производной.

Для внешней задачи Неймана получаем:

ЙГ C-58)

8. Потенциал уравнения

Дм—-Аан= 0. C.59)

Объемным потенциалом уравнения C.59) называют инте-

интеграл

D

где r=V(x— х0)* + СУ ~.УоJ+ (г — zof, а р —ограничен-
—ограниченная функция, называемая объемной плотностью.

Свойства объемного потенциала:

1) для точек Мо, лежащих вне области D, Дг> — ?2ti = 0;
2) для точек Мй, лежащих внутри области, интеграл

является несобственным, но сходящимся и допускающим одно

кратное дифференцирование под знаком интеграла;

3) во внутренних точках области D справедливо соотно-

соотношение

&v — k^v = — 4тср GИ).
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Потенциалом двойного слоя называют интеграл

где [i. называют поверхностной плотностью.

Свойства потенциала двойного слоя:

1) вне поверхности 5 Дг> — №у = 0;
2) в точках поверхности интеграл является несобственным,

но сходится, если 5—поверхность Ляпунова;
3) потенциал в точках поверхности 5 испытывает разрыв;

пусть г<(+) (Ро) — предельное значение функции v при подходе

к поверхности изнутри области D, v^ (Ро)
— предельное зна-

значение при подходе извне. Тогда

Потенциалом простого слоя называют интеграл

v(M0)=

Свойства потенциала простого слоя:

1) вне поверхности 5 Дг> — k*v= 0;

2) интеграл равномерно сходится на поверхности и остается

непрерывным при переходе через эту поверхность;

3) нормальные производные разрывны при переходе через

поверхность.
Для поверхностей Ляпунова имеют место равенства

dv

dv
=vt

— 2«o(P9),

где
С

Так же, как и для уравнений Лапласа, потенциалы по-

позволяют краевые задачи для уравнения C.59) сводить к инте-

интегральным уравнениям.



ГЛАВА IV

УРАВНЕНИЕ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

§ 1. Общие сведения

В этой главе рассматриваются внутренние краевые задачи

для следующих уравнений:

1) L[v] = bv-\-\v = Q D.1)
—

однородное уравнение Гельмгольца.

2) L[v] = Av-\-\v=f(x,y,z) D.2)
—

неоднородное уравнение Гельмгольца (в двумерном случае
/=/(*, У))-

Рассматриваются следующие три краевые задачи:

Первая краевая задача. На границе 5 области D

v= <?(x,y,z). D.3)

Вторая краевая задача. На границе 5 области D

¦d? = ^x,y,z), D.4)

-Д- — производная по внешней нормали.

Третья краевая задача. На границе области

*L+ hv= B(x,y,z), D.5)

h — неотрицательная функция координат. Чаще всего h ку-

кусочно постоянна. В смешанных задачах на разных частях

границы заданы различные условия. Если ср> t> 9 равны нулю,
то соответствующие граничные условия называются однород-
однородными. Однородной краевой задачей называем краевую задачу
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с однородными краевыми условиями для однородных урав-

уравнений.

Значения параметра X, при которых существуют нетри-
нетривиальные (т. е. отличные от тождественного нуля) решения
однородной краевой задачи, называются собственными зна-

значениями или собственными числами, а сами решения
—

собственными функциями данной краевой задачи.
В случае конечной области D множество собственных

значений данной краевой задачи образует так называемый

спектр данной задачи.
1. Формула Грина:

[{vlL[vf]-v,L[v,]}dx=
D

Здесь vt и Vj
— собственные функции одной из рассматри-

рассматриваемых краевых задач, Хг и X/ — соответствующие собствен-

собственные числа, v — внешняя нормаль к поверхности 5, ограни-
ограничивающей область Д которая предполагается конечной.

2. Из формулы Грина вытекает свойство ортогональности

собственных функций для трех поставленных краевых задач:

\vivfdx= 0 (i^j). D.7)

3. Собственные функции определены с точностью до по-

постоянного множителя и могут быть нормированы различными
способами, в частности требованием

\v!dx=\. D.8)

В дальнейшем, если не оговорено противное, под норми-
нормированными функциями предполагаем функции, удовлетворяю-

удовлетворяющие равенству D.8). Величина |/^г<?йлг называется нормой vt
и обозначается через || v{ \\.

4. Все собственные значения положительны, за исключе-

исключением собственных значений второй краевой задачи, для ко-

которой существует Хо= 0.

Соответствующая собственная функция vo = const.
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5. Наименьшее собственное значение для первой краевой
задачи есть минимум функционала

при условии

\\uf=\u4x=\ D.10)
о

в классе непрерывно дифференцируемых функций, обращаю-
обращающихся в нуль на границе. Этот минимум реализуется первой

нормированной собственной функцией.
Собственные числа каждой краевой задачи всегда будем

располагать в порядке возрастания. Тогда

6. k-e собственное число первой краевой задачи есть

минимум функционала D.9) при условии D.1.0) и дополни-

дополнительных условиях

\uvidx=Q, i=l, 2, ..., k—1; D.11)
о

как и в п. 5, предполагается, что функции сравнения *) обра-
обращаются в нуль на границе области.

7. Пусть Xlt X<j, ..., Xk_l первые k—1 собственных чисел

второй краевой задачи, a vb v%, ..., vk^
—

соответствующие
им собственные функции; k-e собственное число второй крае-
краевой задачи равно минимуму функционала D.9) при усло-
условиях D.10) и D.11), но на более широком классе функций
сравнения: .эти последние предполагаются непрерывно диффе-

дифференцируемыми в замкнутой области, но не должны удовле-
удовлетворять никаким краевым условиям. Таким образом, краевые

условия второй задачи являются естественными.

8. Сказанное в п. 7 переносится на третью краевую за-

задачу с одним-единственным изменением: собственные числа

третьей краевой задачи получаются как минимумы не функ-
функционала D.9), а функционала

О S

где h = const ~^> 0.

*) Функциями сравнения называются все функции, удовлетво-
удовлетворяющие определенным условиям, из которых определяются функ-
функции, дающие экстремум функционалу.
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9. Собственные значения первой краевой задачи не воз-

возрастают при расширении области.

10. Собственные числа стремятся к бесконечности с воз-

возрастанием их номера.

11. Собственные числа третьей краевой задачи непре-

непрерывно зависят от h и возрастают вместе с h.

12. Справедливы следующие асимптотические оценки:

в случае трехмерной области

в случае двумерной области

здесь 5— площадь двумерной области, а V— объем трех-

трехмерной области.

13. Всякая дважды непрерывно дифференцируемая функ-
функция f(x, у, z), удовлетворяющая граничным условиям краевой
задачи, может быть разложена в равномерно сходящийся ряд
по собственным функциям этой краевой задачи;

/= S

_)fvkdx
Ck~

llfft!i2

D.15)

Если / суммируема с квадратом, то ряд сходится в среднем.

§ 2. Разделение переменных в двумерном уравнении

1. Прямоугольная область О^лг^А, O^y^l* По-

Полагаем

v= X(x)Y(y).

Подставляя в уравнение D.1), имеем:

откуда
X" Y"
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ИЛИ

Переменные разделены, краевые задачи для X и У ре-

решаются независимо.

Первая краевая задача: X—Q в точках лг = О

и х= 1ь У=0 в точках у = 0, y= l* Находим:

Шп

Xk= sin -j-x, Ym= sin —y,

k = \, 2, ...,

m=\, 2, ...

Собственные функции (их удобно отмечать двойным индексом):

&7С , /7171

«1 '2

Собственные значения:

. _(Ы\ч , /ттс\а
Aftm — fj +

Узловые линии (линии t>ftm = 0) образуют прямоугольную
сетку.

Квадрат нормы собственных функций:

Вторая краевая задача. Собственные значения:

\-^г), к, я = 0, 1, 2, ...

Собственные функции:

vkm= cos -у- х cos -т-у.
'i 'a

Квадрат нормы:

8,-^ здесь и в дальнейшем — символ, обозначающий единицу

при i=j и нуль при ф]
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Третья краевая задача. Пусть h кусочно по-

постоянна:
h = h1 на стороне лг = 0,

h-=hi ъ » у^ /а.

Собственные значения: \km = [4 ~\- ч'т, где jj,ft, vm
—

корни

уравнений

Собственные функции:

Vkm = (l** C0S ^ft^ + Л1 Sin l1^) (vm COS VmJ/ + Л3 sin

Квадрат нормы:

\\Чт\\—\2-Г (^ +

1 2 "Г (v^m + hi) (v», + AJ) [ /^ГйГ
Смешанные задачи:

а) На сторонах лг= 0, х= /х v= 0,

на сторонах y= Q, y= l% -37
=

j-^
Собственные значения:

„./*!_. ^ A=l. 2, 3, ....

/?
' II J' m= 0, 1, 2, ...

Собственные функции:

vkm=smT-xcos-ry.'1 '2

Квадрат нормы:

1
б) На сторонах лг= 0, y= Q v= 0,

на остальных сторонах

(—— О
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Собственные значения:

Собственные функции:

vkm
—

sm-

Квадрат нормы:

I vkm II — 4

2. Круговая область. Уравнение D.1) преобразуем к по-

полярным координатам (см. гл. III, § 1, где приведены выра-
выражения для оператора Лапласа в различных координатных

системах):
d2v . I dv , I dsv 1 . „

+ + + Xw0

Граничные условия задаются на окружности r = R. По-
Полагая

получим:
2IV/// I W/i I 1 ч IK/ j-fv*

Ф"
отсюда -g-

= const. Для того чтобы v было периодической

функцией полярного угла и не менялось при изменении угла
ф"

на 2и, необходимо и достаточно, чтобы -ф=
— гг, где я=

= 0, 1, 2,... Тогда

ф1со*п9,
\ sin wtp.

Уравнение для W оказывается уравнением Бесселя

riW"-f rW-f (Xra— л2) W= 0.

Его решением, конечным во всем круге, включая начало ко-

координат, будет
Уг).
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Первая краевая задача. Уравнение Ул(лг)= 0

имеет бесчисленное множество положительных корней, кото-

которые мы обозначим через xni, хпЪ ..., xnk, ... Очевидно, что

и собственные функции

{cos
щ,

sin лср.

Узловые линии образуют полярную сетку.
Выделим собственные функции, обладающие осевой сим-

симметрией:

для них узловые линии—концентрические окружности.

Квадрат нормы:

vnk oTi
"

\уп \xnk)\ •

Вторая краевая задача. При r—R ~ = ~ = 0.

Уравнение для xnk заменяется уравнением J'n(x) = 0. Теперь
под xnk подразумеваем корни этого уравнения.

Собственные значения:

I —xlk.
nk
—

R*
'

Собственные функции:

cos /кр,

sin лср-

В этих формулах п= 0, 1, 2,...; при п ф 0 k принимает
значения 1, 2,..., но при я= 0 имеется корень, отмечаемый

нулевыми индексами хт, равный нулю. Соответствующая
собственная функция vw=i.

Собственные функции, обладающие осевой симметрией;

5 В. М. Бабич и др.
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Квадрат нормы:
_9 П9 /1 I ft \

„31 /2 lv \

Третья краевая задача. Пусть /г — постоянная.

Собственные значения:

где лглА
— корень номера k уравнения

Собственные функции:

-Г" -л ( C0S ЛСР'
я= 0, 1,...; k = \, 2,...

sin лср>

Квадрат нормы:

3. Круговое кольцо с центром в начале координат
Ri^r^Ri. В этом случае решением уравнения Бесселя,
конечным в области, из которой выключено начало коорди-

координат, будет его общее решение

где Nn
— функция Неймана.

Первая краевая задача. Граничные условия дают

i) + ENn t) = 0, \

Условием существования нетривиальных решений будет обра-
обращение в нуль определителя системы:

Последнее уравнение определяет счетное множество поло-

положительных корней xnk и собственных значений

Kk= xnh n= 0, I,...; k=\, 2,...
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Отношение С/Е также определяется системой (*). Мы
можем положить

E=-Jn(xnkR1).

Собственные функции:

Vnk= Уп (-W) Nn (xnkR{) —

- Jn (x^RJ Nn (xnkr)} |
™S

^' D.16)

Узловые линии собственных функций образуют полярную

сетку.
Квадрат нормы:

и „ ц»_
2 (!+»„„) W*nk*J-Jln(xnkJV

11 "*"
'

«*1* К(*пЛ)

Собственные функции с индексом л^О обладают осевой

симметрией.

Вторая краевая задача:

D (х)= J'n (Rtx) N'n (R,x)— J'n (R,x)К (Я.*)= 0.

Собственные значения: Xnft = JcJU, где k — номер корня. При
я= 0 имеется корень лгоо= О, соответствующая собственная

ФУНКЦИЯ 1>оо = 1 •

Собственные функции vnk определяются формулой D.16),
но с изменившимся значением xnk.

Квадрат нормы:

U
" \\Jn(XnkRJf Л

Третья краевая задача (Л — постоянная). Собствен-
Собственные функции:

где

f COS Лср,

\ sin /icp,
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xnk — корень номера k уравнения

A (Rtx) В (RiX) — A (R*x) В (Rtx) = 0.

Собственные значения: ХлА= лг„а.

Квадрат нормы:

R\xnk

4. Круговой сектор радиуса R с центральным углом а„.

Первая краевая задача. Собственные функции:

Г \ ,
Пп

«о

где xnk определяются уравнением

Jn1(xnk)=
«о

Собственные значения:

Квадрат нормы:

Вторая краевая задача. Собственные функции:

xnk определяются уравнением УЛ7С (хпк)= 0.

«о

Собственные значения:

Квадрат нормы:
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Третья краевая задача: h кусочно постоянна, при

Собственные функции:

, / г \ vn cos чп<р -f- Л, sin чп<р
vn \

" Rj .V va _j_ ^а

Собственные значения:

' 1 nft
„ Ъ 1 О

vn
— положительные корни уравнения

jcnft
—

корни уравнения

xyVn(
Квадрат нормы:

Т

5. Кольцевой сектор. Область определяется неравен-
неравенствами

Первая краевая задача. Собственные функции:

vnk=
I a» "• ti

— J™ (xnkRi) Nn* (xnkr)] sin

ч ^ I
a

где лглА
— корни уравнения

n* (xRt)— Jo* (xRJ N^ (xRJ= 0.

Собственные значения;

Квадрат нормы:
¦'/lit \XnkR\) •'/lit
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§ 3. Разделение переменных в трехмерном уравнении

1. Область—прямой параллелепипед

Имеем v= X{x)Y(y)Z{z).
Первая краевая задача. Собственные значения:

< г/т | я2 | №\
\ «1 '2 'З/

Собственные функции:

Vmnk = sin
T

X S1"
Г У S1"

Г г;
'1 '8 '3

И,, 119 llljU
II "mnk II — g~-

Вторая краевая задача. Собственные значения:

7» +/*+/*«1 «S '3

Собственные функции:

/Ия пп nk

vmnk = cos
т

л: cos Ty cos
r г;

'l '2 '3

8m0) A + 8n0

Третья краевая задача, h кусочно постоянна и

равна

/*! при лг = 0, /г3 при j/^0, /гв при 2= 0,

/га при лг^/i, /г4 при j^^/a, /г6 при z= l3.

Собственные значения;

где [i,ra, vn, oft
— положительные корни уравнений:
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Собственные функции:

Vmnk = 0»m cos pmx + hy sin ы x) (yn cos ч„у -f h3 sin v^) X

X(oftc

^ + AJ) A2 I
(

LJ
AJ

2. Круговой цилиндр O^r^/?, Osgzsg/. В круговых

цилиндрических координатах уравнение D.1) принимает вид

d*v , 1 dt; .1 ft , Л I ,
n

3-5
н

s——5- -5-5
-4- г-? -4- Kv^ U.

Полагаем

Разделяем переменные и полагаем

Ф" ^ ( cos лФ.

^ = -/1», Ф„= .

Ъ
где я = 0, 1, 2,...;

ф ( sin лср>

7"

-=-^— [л2, Z^C cos [1.2-|-?> sin [хг;

Первая краевая задача. В этом случае С= О,

k2n2
V-l = -jr-,

k = \, 2, ...,

/ 1 о

здесь xnj
— корни уравнения Jn(x)= 0.

Собственные значения:
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Собственные функции:

\

Собственные функции, обладающие осевой симметрией:

sinZ

Вторая краевая задача:

0= 0, Z=cosjz, k= 0, 1, 2,...,

; = 0, 1,...,

где хп1
—

корни уравнения J'n (x) = 0.

Собственные значения:

Собственные функции:
г \ [ cos щ,

°/ \ sin лср;

Существует собственное значение 1 = 0 и соответствую-
соответствующая собственная функция, равная 1. Квадрат ее нормы равен

объему цилиндра: и/^7.

Третья краевая задача:
( h0 при z= R,

h кусочно постоянна и=| hx при 2= 0,

[ /га при z= l.
Собственные значения:

1 „2 _|_ лпт \
Ктк= V* + {-

чк
— положительные корни уравнения
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хпт
— корни уравнения

xJ'n(x) + Rh0Jn(x)= 0.

Собственные функции:

vft cos vj2 —j— Л, sin r\ I
cos n?>

l~R) | sin/icp;

n0 !o г xnm
" J Jn \xnm) /\

-}•
3. Полый круговой цилиндр. Область изменения пере-

переменных: Ri*^r*^Rt, O^z^l.

Первая краевая задача. Собственные значения:

Собственные функции:

7, — I f (х Л N (х Р?Л J (х /?Л N (х f\\ Vvnmk — \Jn K-X-nm'J'Vn \хптК\) Jn\xnmt^V JVп\хптг>! А

X sin — z{1
[ sin tXf, m, k=\, 2,...;

xnm
—

корни уравнения

Г t^D.\ I (rDA

= 0;

\ J2 (x /? )

Вторая краевая задача. В выражении для собствен-

собственных функций в первой краевой задаче sin -г z следует за-

¦кк
менить на cos

-j
z.

Уравнение для хпт примет вид

D(x) = = 0.
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Изменится также выражение для квадрата нормы. Будут
существовать нулевое собственное значение и соответствую-
соответствующая собственная функция, равная единице.

4. Сфера. Введем сферические координаты (см. гл. III,
§ 1). Уравнение D.1) принимает следующий вид:

d*v , 2 dv | 1 д I . adv\ , 1 d2v , . _

Полагаем v = W(r) Y F, cp). Разделяя переменные, по-

получим:

1 д21 f 1 д I . пдУ\
У11ЙТ d8 (sm 6

3e j
-f i {r2lT' + 2rIT-f Xr2W'} = 0.

Обозначая константу разделения через ц, получим следующие
уравнения для W и Y:

дУ\ , 1 д2У .

,. п ^

]+ + 'АГ=0'
DЛ7)

J

Решения первого уравнения, периодические по ср с периодом
2и и конечные при всех значениях 9 (от 0 до и), называются

сферическими функциями Лежандра.
Продолжим разделение переменных, полагая r=ZF)<D(cp).

Уравнение для Y из D.17) примет вид

sin88(sin8Z') , » .
0

. Ф" „

Требование периодичности по ср дает

sin m<?,

Уравнение для Z преобразуем, введя новую переменную
?=cos6, —1 sg;^ss;-f~ 1- После преобразований получим:

W

Известно, что решения, конечные на отрезке [—1, —f— IJ, су-
существуют только при р = п(п-\- 1), где п = 0, 1,... Эти ко-
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нечные решения называются присоединенными функциями
Лежандра порядка т, обозначаются через Pnm{t) (иногда
Рп @) и связаны простой зависимостью с полиномами Ле-

Лежандра:

где Рп (t) — полином Лежандра степени п.

Уравнение (*) — уравнение для присоединенных функций
Лежандра порядка ц.

Выражение для сферических функций Лежандра находим,

перемножая Z и Ф:

{sin
my,

cos J,. ,

Уравнение для W легко приводится к уравнению Бесселя
у

подстановкой W= -—.

Vr
Действительно, уравнение, определяющее X, будет следую-

следующим:

[а - (п + yJ] х=0-
Его ограниченным решением в области, содержащей начало

координат, будет X=J \ (j/Xг), следовательно,
л ^

легко доказать, что при r = 0 W остается ограниченным.
Значения X определяются из граничных условий.

Первая краевая задача. Граничное условие дает

J ! (X/?) ^= 0. Обозначая корни уравнения J i (x)^0
"+ «+ 

через xnk, получим собственные значения Xnft =

Для собственных функций vmnk получаем следующие вы-

выражения:

^(?) УФ ) DЛ8)
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Собственными функциями, обладающими осевой симметрией

(не зависящими от ср)» будут v0nk= Pn(cos 6)У i (хпк-д
Собственными функциями, обладающими шаровой симметрией,

будут

Квадрат нормы:

,.„ ,г2_2т1A+8т0)(т + /г)!/;

Вторая краеваязадача. Граничным условием будет

„dv dv

дч дг

Обозначая |/Х г через х, придем к уравнению

Его корни обозначаем через хпк, тогда Xnft^(-^J . Для

собственных функций сохраняется выражение D.18), но из-

изменяются, конечно, значения хпк.
Существует нулевое собственное значение и соответствую-

соответствующая собственная функция, равная единице.

Квадрат нормы:

1)

Третья краевая задача (h постоянна). Значения хпк
определяются уравнением

Выражения для собственных значений и собственных функ-
функций сохраняются из второй краевой задачи. Для квадрата
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нормы можно воспользоваться выражением D.19), заменив

последний множитель на

, я(я

Ли

§ 4. Координаты, в которых переменные

разделяются

1. Вводные замечания. Достаточным условием для раз-
разделения переменных в трехмерном уравнении Гельмгольца

является условие представимости произведения коэффициен-
коэффициентов Ламе в следующей форме:

, D.20)<Psi Ы ЪгЫ фаз

?31

где /i и ср,у
— величины, зависящие только от qt.

Определитель, входящий в равенство D.20), называют

иногда определителем Штеккеля. В дальнейшем он обозна-

обозначается через | ср,у !• При выполнении условия D.20) можно

положить

и получить для функций X; следующие обыкновенные диф-

дифференциальные уравнения:

i \fi шШ\ +[Xcpil + №а +vcpi3] Xi =

1=\, 2, 3.

Здесь A, и v — константы разделения, определяемые из

граничных условий, причем X = |i,-|-v. Помимо декартовых,
круговых, цилиндрических и сферических координат, в кото-

которых процесс разделения переменных уже описан, условию

D.20) удовлетворяют координатные системы, сведения о ко-

которых приведены в гл. III.

Ниже даются выражения для ft и | <р,-у | и приводятся
разделенные уравнения.
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2. Эллиптические цилиндрические координаты:

1=Т/^Л, /,= /Г^1 /3=1;

\?и\ =

1
*

-1
95—1

О О

— 1

1

1 d / /— 7 dXi
— v LY, = О,

— q\

8. Параболические цилиндрические координаты:

о ?j -i

0 9| 1

1 —1 О

4. Конические координаты:

h=r\ Л=/(?-й

I ?W I =

1 i

1

1
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V («8 — q\) (pJ

Второе и третье уравнения иногда преобразуются к новым

независимым переменным подстановками

ft^ * сп E> *)» ft ^ Р сп (""Ь Р)»

сп — одна из эллиптических функций [10]. При этой под-

подстановке

х= г dn (?, а),

у= г sn E, а) dn (tj, p),
* = rcn(S, а)сп(т), р).

5. Параболические координаты вращения:

г,2 1

Так как ^3
= cos ср. то третье уравнение часто преобразуют

к независимому переменному ср.
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6. Вытянутые сфероидальные координаты:

1?UI =

1

1

1 1

1

О О

Разделенные уравнения:

Напоминаем, что q! = cha, ^2=cos9, ^3^coscp- Уравнения
иногда преобразуются к переменным а, 9, ср-

7. Сплющенные сфероидальные координаты:

1

— 1

1

1

о о

^i^sha, ^2=cos9, q3= cos cp.

Уравнения иногда преобразуются к переменным a, 9, <р.
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8. Эллипсоидальные координаты:

145

ш=

1
1

-*2) (в1 -*2)
1

ql -a2 (9!-ft2)(aJ-ft8)

Разделенные уравнения иногда преобразуют к новым не-

независимым переменным ?, % С подстановками

en, dn, sn — эллиптические функции.

9. Параболоидальные координаты!

I ?и I =

Разделенные уравнения иногда преобразуют к независимым

переменным I, ц, С:

dn I5- т

1
r~f
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В некоторых, впрочем весьма редких, случаях удается доста-
достаточно просто найти точное решение задачи для области,
границы которой не являются координатными линиями или

поверхностями, принадлежащими системе координат, в кото-

которой переменные разделяются. В качестве примера приводим
решение следующей задачи.

10. Первая краевая задача для равнобедренного пря-

прямоугольного треугольника. (Уравнения сторон: х= 0, у= 0,

Собственные значения:

„] [(т~\-п) -гп \> т, п = 1, 2, ...

I

Собственные функции:

¦°тп= sin
у (« + л) х sin ~ пу ~

— (— If sin - (« + п)у sin ~ пх.

§ 5. Решение краевых задач

для неоднородного уравнения Гельмгольца

Разложим известную функцию / в ряд по собственным

функциям данной краевой задачи, предполагая / достаточно
гладкой:

/=Дад D.22)

для сп имеем

\fvn dx

Vnf

Решение будем искать также в виде ряда по собственным

функциям

»= 2 Wn, D.23)
л = 1

где ifn подлежат определению. Подставляя D.23) в уравне-
уравнение D.2) и пользуясь тем, что Дг>„ =— Хпг>„, приводим это
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уравнение к виду

оо

п = 1

откуда 7п = 5ПГГ" и окончательно

п= 1

1) Если параметр X не равен ни одному из собственных

значений, то существует решение задачи, определяемое ря-
рядом D.24).

2) Если Х^ХА, то условием существования решения не-

неоднородной задачи будет условие ортогональности функции/
к собственной функции vk:

\fvkdx= 0.
D

3) Если X = Xft и \fvkdx^0, то краевая задача для не-

неоднородного уравнения не имеет решения.



ГЛАВА V

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЩИХ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ

§ 1. Эллиптические уравнения и системы [5], [19], [24]

1. Эллиптическое уравнение второго порядка. Линейное

уравнение в частных производных второго порядка с п неза-

независимыми переменными имеет вид

С(х)и=/(х); E.1)

Здесь Ay, Bt, C,f—функции независимых переменных хь

х^ ..., хп; »ти последние мы будем трактовать как коорди-
координаты некоторой точки х в я-мерном евклидовом простран-
пространстве Еп. Будем считать, что функции А(р В;, С измеримы и

ограничены.

Уравнение E.1) называется эллиптическим в некоторой
области DdEn, если для любой точки х cz D и для любых

вещественных чисел tlt t^,..., tm выполняется неравенство

^^{х) ЪП> E.2)

где [1. (х) — некоторая положительная функция точки х ? D.

Если при этом существует такая постоянная (i,0^>0, что

[1. (х) :э= [i.o при любом х ? D, то эллиптическое уравнение E.1)
называется невырождающамся. Для невырождающегося эллип-
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тического уравнения неравенство E.2) можно заменить сле-

следующим более сильным неравенством:
и п

очевидно, для невырождающегося уравнения inf[i.(x)^>0 и

МОЖНО ПОЛОЖИТЬ |1,0 = itlf A, (Х).
Если выполнено неравенство E.2), то его левая часть не

обращается в нуль ни при каких значениях переменных tt и

потому не меняет знака; изменив в случае необходимости
знаки обеих частей уравнения E.1) и обозначения коэффи-
коэффициентов, можно считать, что уравнение E.1) и неравенство E.2)
имеют соответственно вид

-2 '«jSkti-2 "<&+<*=

2 AtfatjS&v.ix) ?$ E.2а)

при этом неравенство E.3) запишется так:

2 АцЩ-^ъ J]/J. E.3а)
«, /= 1 / = 1

Если inf(i,(x)^0, то эллиптическое уравнение называется

вырождающимся; об этих уравнениях см. гл. VII настоящего

сборника.
Пример. Уравнение Лапласа

.2щ
уравнение Пуассона

Аи =/(*),

уравнение Гельмгольца

Ди -|- &2и ^0, А ^ const,

уравнение Шредингера

Дн -|- р (х) и = О
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суть невырождающиеся эллиптические уравнения; о первых

трех уравнениях см. гл. III и IV настоящего сборника.

2. Эллиптические уравнения высших порядков. Линей-

Линейное уравнение в частных производных порядка 1т можно

представить в виде

2т п

/ / ^Mt.. • lk(x) д з ~~3 ^/(ХУ> E.4)
k = 0 li, lSl ... , ik=\

«is к

можно считать, что коэффициент Ahh ... /ft He меняется ни

при какой перестановке индексов 1и 1Ь ... , 1к. Уравнение
E.4) называется эллиптическим в области D, если для любых

вещественных чисел tit tit ... , tn выполняется неравенство

л л

У, Aii I 4*1 ••• Ч ^Р.М >, г, ',
1 ?—*

.
12

•••

гт 1 2 гт
' v

,-^—' «

E.5)

Пусть все коэффициенты Ai ,• .,.,• ограничены. Эллипти-

Эллиптическое уравнение E.4) называется невырождающимся, если

inf \х (х) ^> 0, и вырождающимся, если inf(i.(x)= 0.

Важным примером эллиптического уравнения высшего по-

порядка является полигармоническое уравнение

Amu=f(x),

где Дт означает /я-ю итерацию (или, что то же, т-ю сте-

степень) оператора Лапласа и определяется рекуррентными соот-

соотношениями

1
н), т

Имеет место представление

7 дх= dxs ...дх,
[ 'i *2 'гт

1
Ш

ml д*ти

j! ... ап\ dxaidx"i ... dx"n
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3. Эллиптические системы уравнений [24]. Пусть система

уравнений в частных производных содержит р неизвестных

функций щ, нв, ...
, tip, и пусть т.]

— порядок входящих
в систему старших производных функции и]% Такую систему
можно записать в виде

р

»
*
W ; =/«(*) (бб)

y 'i 'a
.

'ft

Внутреннее суммирование совершается по всевозможным

значениям индексов llt ib ... , ik от единицы до п; для дан-

данного j индекс k^nif. Рассмотрим определитель порядка р,

у которого на пересечении 1-й строки и у-го столбца на-

находится элемент

Система E.6) называется эллиптической в области Д если

при любом х ? D и при любых значениях вещественных

переменных tu tit ..., tn, не равных одновременно нулю,

упомянутый определитель отличен от нуля.
Если р^\, то система сводится к одному уравнению;

в этом случае определение настоящего пункта равносильно

определениям пп. 1 и 2.

4. Сильно эллиптические системы [5]. Пусть 2/я=тах т.).
Добавляя в случае надобности члены с коэффициентами,
равными нулю, можно записать систему E.6) в виде

1=1, 2 p, E.7)

где внутреннее суммирование совершается по всевозможным

значениям индексов iu 1Ъ ...
, \1т от единицы до я, a Ttu

суть дифференциальные операторы от щ, щ, ... , кр, по-

порядки которых не превосходят 2т—1.

Введем в рассмотрение векторы к и / с составляющими

щ, иь ..., Up и /j, /9, ...
, /р соответственно и матрицы

р-то порядка А »' а 2т с элементами А,У * *т
.
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Известно, что любая матрица А может быть представлена

в виде суммы А = С-\-К, где С—симметричная, а К—косо-

симметричная матрица; для этого достаточно положить

где А* — матрица, сопряженная с Л. В соответствии с этим

представим каждую матрицу A('i' '2' "" ' 'sm' B виде

А <*!• '• '•»> = С(/1' '• W + Kil' '• W.

Система E.7) называется сильно эллиптической в данной

точке х, если при любых значениях вещественных чисел

t\, t%, ... , tn, не равных одновременно нулю, матрица

будет знакоопределенной. Та же система называется сильно

эллиптической в некоторой области D, если она сильно

эллиптична в каждой точке этой области.

Всякая сильно эллиптическая система одновременно и

эллиптична.

§ 2. Методы теории потенциала

1. Уравнение второго порядка. Фундаментальное ре-
решение и потенциалы [17]. Для уравнения E.1) строится

функция

X (X, —уд (Xj —yj)

2* УА (у)

In

— v,Hjc, — v/I 2

л>2,

= 2.

E.8)
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Здесь о„
— площадь поверхности сферы единичного радиуса

в я-мерном пространстве (см. стр. 58), А — определитель мат-

матрицы

An An ... Ain\

An А„... Ain \
E9)

A A A I

составленной из коэффициентов при вторых производных;
C{j
— элементы матрицы, обратной матрице E.9). Функция

E.8) удовлетворяет уравнению

I, /= 1

Функция L (x, у) называется функцией Леви для уравне-
уравнения E.1) в некоторой области Д если во всякой замкнутой
подобласти U czD равномерно выполняются равенства

L —Н= О (rx+2-m), HLd~H) = О (гш-т),

где X — положительная постоянная. Очевидно, функция Н(х,у)
сама является функцией Леви.

Функция Леви, удовлетворяющая однородному уравнению
E.1) при произвольно фиксированному ф х, называется фун-
фундаментальным решением этого уравнения.

Примеры. Для уравнения Лапласа Ди = 0 в л-мерном

пространстве при л ^ 3 фундаментальным решением является

функция

=\x-y\=y jt(xk-
при л = 2 фундаментальное решение уравнения Лапласа имеет

вид 2^Ш-.
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Для уравнения Гельмгольца Ди-|-?ан= 0 в л-мерном про-

пространстве фундаментальное решение имеет вид

я-2

cr
2 Yn - 2 (kr), если л четное,

_п^2
¦ E-Ю)

ст
2

J „ _ 2 (*r), если л нечетное,

где /и К— функции Бесселя соответственно первого и

второго рода, г с — постоянная, значение которой легко вы-

вычислить, приняв во внимание вид главных членов функций
Yn-i{kf) И J n-2{kr).

При помощи фундаментального решения уравнения E.1)
можно построить потенциалы, обобщающие известные ньюто-

ньютоновские потенциалы (см. гл. III). Пусть L (х, у) — фундамен-
фундаментальное решение этого уравнения, D— некоторая область,
в которой это решение определено; границу области D
обозначим через 6". Объемным потенциалом с плотностью

р(у) называется интеграл

u(x) = \L(x,y)P(y)dy; E.11)
D

потенциалом простого слоя с плотностью )х{у) называется

интеграл

v (x) ^ \ L (х, у)\>. (у) dSp E.12)

наконец, потенциалом двойного слоя с плотностью а (у)
называется интеграл

w (х) = ^ QyL (x, y)o(y)dSy; E.13)

здесь для краткости обозначено

л

VI dL

QyL(х, у)= 2j аИ (У)fy-. cos(v> xi) + Р".

где v — внешняя нормаль к S и р — произвольная функция,
заданная и непрерывная на 6".
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Потенциалы E.П)— E.13) обладают свойствами, анало-

аналогичными известным (см. гл. III) свойствам для ньютонова

потенциала. Перечислим некоторые из них.

Если плотность объемного потенциала E.11) удовлетво-

удовлетворяет условию Липшица с показателем а, 0<^а<^1, а раз-
разность К= L—Н удовлетворяет условиям

U(r >

дх{дх,
', У) &К(Х', у) _

где R— расстояние от точки у до отрезка (У, х"), а по-

постоянная Х^> а, то внутри области D вторые производные

потенциала E.11) удовлетворяют условию Липшица с по-

показателем а; эти производные выражаются формулами

в которых интегралы следует понимать как сингулярные, т. е.

в смысле их главного значения по Коши. Из формулы E.14)
вытекает, что внутри D

Lu= —p(x). E.15)

Формулы EЛ4) и E.15) верны в значительно более

общем предположении, а именно, что р ? Lp (D), где 1 <^р <^ оо,

но в этом случае производные потенциала E.11) следует
понимать как обобщенные в смысле С. Л. Соболева.

Пусть граница S области D удовлетворяет известным

условиям Ляпунова (см. гл. III). Пусть точка хй(^ S, и пусть
/ — ориентированная прямая, проходящая через эту точку.
Если плотность потенциала простого слоя E.12) удовлетво-
удовлетворяет условию Липшица с положительным показателем а, то

Здесь \-^т) , (з-Н означают пределы производной -^-изнут-

-^-изнутри и извне S соответственно, величина a(i) (лг0) определяется
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формулой
т

а{1) (х0) =
cos ^ 7) ^ Aij С*о) cos(v0, x{) cos (v0, xj), E.17)

v0—нормаль к S в точке хй.
В общем случае интеграл в E.16) — сингулярный; он

оказывается интегралом со слабой особенностью в том част-

частном случае, когда / есть направление конормали (так назы-

называется ось, направляющие косинусы которой пропорциональны
п

величинам ^ Ay (x0) cos (v0, Xj)). В этом случае формула

E.16) верна, если плотность потенциала только непрерывна на S.

При некоторых дополнительных предположениях о коэф-
коэффициентах дифференциального оператора E.1) и о фундамен-
фундаментальном решении справедливы предельные формулы для

потенциала двойного слоя E.13):

да± (*«) =± ^ о (*0) + \ QyL (х, у) о (у) dSr E.18)

Формула E.18) во всяком случае верна, если плотность по-

потенциала E.13) непрерывна на 6". Интеграл в E.18) имеет

слабую особенность.

2. Задачи Дирихле и Неймана [17]. Рассмотрим урав-
уравнение E.1), предполагая, что его коэффициенты определены
в некоторой конечной области D, ограниченной ляпуновской
поверхностью 6". Пусть коэффициенты Ау, В» С удовле-

удовлетворяют в замкнутой области D= D\]S условию Липшица
с положительным показателем а. Всегда можно доопределить

эти коэффициенты в дополнение к D так, чтобы уравнение
оставалось эллиптическим, определитель А (у) был ограничен

снизу положительной постоянной, упомянутое выше условие
Липшица выполнялось равномерно во всем пространстве. До-

Допустим еще, что С(х)^0 в области D, а форма

J] AlJ(x)tit/

положительная. Можно так продолжить коэффициент С(х),
чтобы он был всюду отрицательным и чтобы вне некоторой
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сферы выполнялось неравенство С(х)^— с1, где с — по-

постоянная.

При перечисленных условиях можно построить так назы-

называемое главное фундаментальное решение Q(x, у) одно-

однородного уравнения E.1), т. е. фундаментальное решение, ко-

которое при достаточно больших г удовлетворяет соотно-

соотношениям

в которых а — некоторая положительная постоянная.

Задача Дирихле для уравнения E.1) состоит в на-

нахождении функции и (х), которая в области D удовлетворяет

данному уравнению, а на границе S — условию

и 1*= ?(¦*)• EЛ9)
Решение ищем в виде

и (х) =— \ Q (х, y)f(y) dy + 2 \ Qy Q(x, у) о (у) dSy, E.20)
D S

где Q(x, у) — упомянутое выше главное фундаментальное
решение. Используя формулу E.18), получаем интегральное
уравнение со слабой особенностью для неизвестной плотности
о (х) (область D для определенности считаем конечной):

$ Qy Q (Хо, у) о (у) dSy=
s

+ $ О (х0, y)f(y) dy, E.21)
D

для которого верны теоремы Фредгольма. Если С^О в D,
то уравнение E.21) имеет единственное решение, подста-

подстановка которого в формулу E.20) дает единственное решение

задачи Дирихле. Уравнение E.21), а с ним и задача Дирихле
разрешимы единственным образом и в том случае, когда С
может принимать и положительные значения, но область D
имеет достаточно малую меру. В общем случае однородная
задача Дирихле имеет конечное число линейно независимых

решений, а неоднородная задача разрешима, если свободный
член уравнения E.21) удовлетворяет некоторым условиям
ортогональности, взятым в том же числе,
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Задаче Неймана для уравнения E.1) соответствует
краевое условие

Atj щ
cos (v, Xj) + pa |с= cp (хй), E.22)

что можно также представить в виде

где N— направление конормали и

Решение задачи Неймана ищем в виде

и (х) = — \ Q (х, у) f(y) dy+ 2 \ Q (х, у) р (у) dSy, E.23)
D S

что в силу формулы E.16) приводит к интегральному урав-
уравнению со слабой особенностью для неизвестной плотности р

(область D опять для простоты считаем конечной):

= -<рС*о)- ( (а ^+РО)/СУ)^У. E-24)

Если CsgO, р^О и хотя бы одна из этих функций
отлична от тождественного нуля, то уравнение E.24), а с ним

и задача Неймана имеют единственное решение. В общем

случае, так же как и для задачи Дирихле, однородная задача

Неймана имеет только конечное число линейно независимых

решений, а соответствующая неоднородная задача Неймана

разрешима, если свободный член уравнения E.24) удовлетво-
удовлетворяет некоторым условиям ортогональности, взятым в том же

числе.

3. Задача о косой производной [17], [20], [21]. С этой задачей

для уравнения E.1) связано краевое условие

=IfW' E-25)
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где направление дифференцирования X отлично, вообще говоря, от

направления конормали; поверхность S будем считать ляпуновской.
Решение задачи о косой производной будем искать в виде

E.23); это приводит к интегральному уравнению

= ? <*.) + \ f^ +№ ) /(у) Чу. E.26)

Уравнение E.26) сингулярное.
Если направление X нигде не касательно к поверхности S, то

для уравнения E.26) справедливы теоремы Фредгольма: однород-
однородная задача имеет только конечное число линейно независимых ре-
решений; соответствующая неоднородная задача разрешима тогда и

только тогда, когда свободный член уравнения E.26) удовлетворяет
такому же числу условий ортогональности к решениям однород-
однородного сопряженного уравнения.

Если для задачи о косой производной верна теорема единствен-

единственности, то уравнение E.26) разрешимо, и притом единственным об-

образом; это имеет место, если, например, область D конечная,

С^О, РЗгО, причем хотя бы одна из этих функций отлична от

тождественного нуля.
Случай, когда в некоторых точках поверхности S направле-

направление X касательно к этой поверхности, а число измерений простран-
пространства п > 2, до настоящего времени полностью не исследован.

Остановимся на случае и=2. В этом случае уравнение E.1)
можно привести к каноническому виду

Да + а ? + * Щ + си =/(*, у); E.27)

краевое условие E.25) можно записать так:

= ?(S), E.28)

где ч — направление нормали и s—направление касательной к

контуру S. Как всегда, будем считать, что контур S ляпуновский;
допустим еще, что функции a(s) и P(s) непрерывны и a8 (s) -\-
+ р2(s)960. Тогда индекс*) задачи E.27), E.28) равен

1 С rfarg(a(s)-HP(s)).

*) Индексом задача называется разность между числами линей-
линейно независимых решений двух однородных задач—данной и со-

сопряженной.
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Для уравнения E.27) изучена задача с краевым условием

2 h^i ^w*l=?(s)- E-29)
I. A=0,....p S

Относящиеся сюда результаты см. в [4].

4. Полигармоническое уравнение [16]. Это уравнение
имеет вид

Amu=f(x). E.30)

Особенно важно бигармоническое уравнение

играющее большую роль в теории упругости, особенно в

таких ее разделах, как плоская задача и изгиб тонких пла-

пластинок. Мы не останавливаемся здесь на использовании ме-

метода потенциалов для бигармонического уравнения, так как

это должно быть подробно изложено в намечаемом к изда-

изданию справочнике по интегральным уравнениям.
Рассмотрим случай произвольного т. Пусть D— область,

ограниченная извне достаточно гладкой поверхностью S,
х ? D, у ? 6", г = \х —у | и v — нормаль к S в точке у.

Функции

^i(M= Д']. i=l, 2, ..., /я, E.31)

удовлетворяют в D однородному полигармоническому урав-
уравнению

Дти = 0. E.32)
Рассмотрим функцию

к (х) = I; \ Кт,, (х, у) о,- О) dSy E.33)

Она удовлетворяет уравнению E.32). Подчинив плотности

at(y) некоторой системе интегральных уравнений со слабой

особенностью, можно добиться того, чтобы функция E.33)
удовлетворяла краевым условиям

^f ). E.34)

5. Системы эллиптических уравнений. Методы теории потен-

потенциала для эллиптических систем разработаны далеко не в полной
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мере. Мы ограничимся здесь кратким изложением результатов
Я. Б. Лопатинского [15].

Рассмотрим однородную систему уравнений в частных произ-

производных с постоянными коэффициентами. Ее можно записать в виде

u(x)^0. E.35)

Здесь и(х) — искомая р-мерная вектор-функция, А (а) — квадратная
матрица порядка р, элементы которой суть полиномы относительно

. / д \
a,, as, ..., а„

— составляющих вектора а; матрица А I з-;) получает-

ся заменой а на вектор ^ = (^-, щ gj-). Будем пред-

полагать, что элементы матрицы А (а) суть формы относительно

аи а2, ..., а„ одной и той же степени т. Требование эллиптичности

системы E.35) влечет за собой условие det А (а) ф 0 для веществен-

вещественного не равного нулю вектора а. Дополнительно потребуем (при
и;>3 эти требования выполняются автоматически), чтобы произве-
произведение рт было четным и чтобы для всякого вещественного нену-
ненулевого вектора а'=:(а1) а2, ..., а„_,) и— 1 измерений корни уравне-
уравнения det А (а) = 0 относительно неизвестной а„ были поровну рас-
распределены в верхней и нижней полуплоскостях.

Уравнение E.35) будем рассматривать в полупространстве
лг„>0; краевые условия зададим в виде

E.36)

Здесь лг' = (дг1, лг2, ..., хп^1); В(а) — матрица, содержащая -^ рт

строк и р столбцов; элементы у'-й строки этой матрицы суть формы
одной и той же степени my<cw. При некоторых условиях гладкости,
наложенных на столбец f(x') (об этом подробнее см. [15]), задача

E.35), E.36) разрешима, если выполнено следующее условие: ранг
матрицы

$ В (а) А'1 (а) (Б, а„Я, ...,
а™ Ё) dan E.37)

равен -^рт. В формуле E.37) интегрирование совершается по по-

положительно ориентированному контуру, лежащему в верхней полу-
полуплоскости а„ и охватывающему все лежащие в этой полуплоскости

корни уравнения det Л (а) = 0. В той же формуле E.37) Е означает

единичную матрицу порядка р, а

'1, 0, ..., О, а„, 0 О, ... а» ,0, ...,0

= | 0, 1 0, 0, а„ 0, ...0, а™~\ ....
0

Л о i.o,o,..., <*„, ...о,о <-'
6 В. М. Бабич и др.
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Перейдем к более общим задачам. Пусть элементы матрицы
А (х, а) суть полиномы одной и той же степени т относительно

а1( а2, ..., а„ и коэффициенты этих полиномов зависят от точки x?D,
где D — некоторая область и-мерного евклидова пространства.
Будем считать, что упомянутые коэффициенты достаточное число

раз непрерывно дифференцируемы (см. [9]) по координатам точки х.

Представим матрицу А в виде суммы:

А (X, а) = Ао (X, а) + А, (X, а) + ... + Ат (х, а),

где элементы матрицы Ак{х,а) суть формы степени т — k отно-
относительно а1( а2, ...., а„.

Пусть у— произвольная точка области D, ч — произвольный
п-мерный единичный вектор и t—произвольный ненулевой вектор,
ортогональный к вектору ч. Примем, что корни уравнения

det Ао (у, т + Ь) = О

поровну распределены в верхней и нижней Х-полуплоскостях.
Рассматривается система

А[х'7х)и = 0 E>38)

при краевых условиях

lim в(у,-?-)и(х)=/(у). E.39)

В формуле E.39) y?S, где S — граница области D; В (у, -t-j
—

матрица из -к-рт строк и р столбцов, причем наибольший поря-

порядок дифференцирования в В должен быть меньше я.

Пусть ть—максимальный порядок дифференцирования, встре-

встречающийся в й-й строке матрицы В; через В0\х, з— 1 обозначим

матрицу, k-я строка которой состоит из членов порядка щ соот-

соответствующей строки матрицы В.
Строятся некоторые потенциалы, удовлетворяющие уравнению

E.38); их подстановка в условие E.39) приводит к системе инте-

интегральных уравнений относительно плотностей упомянутых потен-

потенциалов. Эта система будет фредгольмовской (точнее, ядра этой
системы будут иметь слабую особенность), если данные задачи

удовлетворяют определенным условиям гладкости, а ранг матрицы

\ В„(У, х + Ь(у))ЛГ1(У, т+Ь(у))(?, ХЯ, ...,
X«

равен -урт. В последнем интеграле ч(у) — единичная внешняя

нормаль к S; интегрирование совершается по контуру, который,
как и выше, расположен в верхней полуплоскости и охватывает

все расположенные в этой полуплоскости корни уравнения.
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6. Уравнения теории упругости [11], B0J. Метод, изло-

изложенный в п. 5, позволяет сводить краевую задачу весьма

общего вида для эллиптических систем (также весьма обще-
общего вида) к системе интегральных уравнений фредгольмовско-
го типа. Однако эта последняя система в общем случае не

равносильна краевой задаче, и интерес представляют те слу-
случаи, в которых краевую задачу удается свести к эквивалент-

эквивалентной системе интегральных уравнений. При этом нет необхо-

необходимости требовать, чтобы система интегральных уравнений
была фредгольмовской, важно только, чтобы она поддавалась

исследованию.

Такого рода случай доставляют, например, основные краевые

задачи для трехмерных статических уравнений теории упру-
упругости. В случае однородной изотропной среды эти уравнения
записываются в векторной форме следующим образом:

Аи=— [аДи — (К -f- (x) grad div и= F (х). E.40)

Здесь гг= (и1( м2, гг3) — вектор упругих смещений, \ и jx —

так называемые постоянные Ламе, F (х) — вектор объемных

сил. Система E.40) — эллиптическая, если только величина

(называемая постоянной Пуассона) а =
2

отлична

1 1
от f и от 1. Эта система сильно эллиптична при 0<\^
и о>1.

Для системы E.40) обычно ставятся две основные зада-

задачи, определяемые краевыми условиями следующих типов:

Задача I: на поверхности 5 задан вектор смещений

u\s—g(x), x?S. E.41)

Задача II: на поверхности задан вектор напряжений

з

р(«)= 2 '/*(«)<***/"=*(*). x€s> E-42)
j,k=\

где

ak
— направляющие косинусы внешней нормали к S, X/,"" —

орты координатных осей.

6*
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Для векторного уравнения E.40) известно фундаменталь-
фундаментальное решение. Это — матрица V=V(x, у), элементы которой
определяются формулой

, у) = {——Ъ»+ ^ у —

_о)

г = \х-у\. E.43)

Каждый столбец v{ = \vu, vilt v3l} удовлетворяет при хфу

однородному уравнению E.40).
Для вектора и{х\ удовлетворяющего обычным условиям

гладкости, верна формула

u{x)=\V{x,y)Au(y)dy-
D

- \ [Р(х, y)u(y)-V (х, у) р (иI dSy, E.44)

где Р(х, у) — матрица, г-й столбец которой равен p(pi).
Интегралы

U(x)= \V{x,yLf{y)dy,
D

W(x)= \V(x,y)p(y)dSy
s

уместно назвать соответственно объемным потенциалом, потен-

потенциалом двойного слоя и потенциалом простого слоя. Для них

верны теоремы, аналогичные обычным теоремам для ньюто-

ньютоновского потенциала. Так, если плотности ф (у), у. (у), р (у)
удовлетворяют условию Липшица с положительным показате-

показателем, меньшим единицы, то: 1) объемный потенциал имеет

внутри области вторые производные, удовлетворяющие усло-

условию Липшица с тем же показателем, при этом AU=ty{x);
2) для потенциалов двойного и простого слоя верны предель-

предельные формулы

V± (х) = =р
1 я (х) + J Р (х, у) я О) dSy, x?S; E.45)

pt (w (x)) =± 1
p (xy+ \ P' СУ, х) р (у) dSy, X^S. E.46)
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Знаки «-{-» и «—» слева означают предельные значения из-

изнутри и соответственно извне S; интегралы в последних фор-
формулах — сингулярные.

Как обычно, применение объемного потенциала позволяет

свести уравнение E.40) к однородному. Предполагая, что

такое сведение выполнено, будем искать решение задачи I

в виде потенциала двойного слоя, а решение задачи II —

в виде потенциала простого слоя. В силу формул E.45) и

E.46) это приводит к интегральным уравнениям:

х(х) — 2\Р (х, у) х О) dSy =-2g(x), E.47)

* (х) + 2 \ Р (х, у) * (у) dSy= 2g (x), E.48)

р(д) + 2 \Р'СУ, х)р(у)dSy= 2h(x), E.49)

\, х)рО)dSy=— 2h(x), E.50)

соответствующим первой внутренней, первой внешней, второй

внутренней и второй внешней задачам; уравнения E.47) и E.50),
а также уравнения E.48) и E.49) сопряжены между собой.

Каждое из уравнений E.47) — E.50) на самом деле есть

система трех сингулярных интегральных уравнений относи-

относительно составляющих неизвестных векторных плотностей.

Символические определители этих систем равны между собой

и равны . .

г, что отлично от нуля при о =
-j-.

Можно

,
3 . 1

доказать, что при о ф -. (исключаются также значения о =
-^

и о = 1, при которых система E.40) перестает быть эллип-

эллиптической) для систем интегральных уравнений E.46) — E.50)
верны теоремы Фредгольма.

3
При о =

-J- однородная задача I может иметь бесконечно

много решений. Так, если D есть полупространство х3 ^> 0,
то такими решениями являются векторы м= jc3 grad ф, где

ф — любая гармоническая в упомянутом полупространстве
функция, достаточно быстро убывающая на бесконечности.

Результаты настоящего пункта переносятся без сколько-

нибудь существенных изменений на уравнения установившихся

упругих колебаний.
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§ 3. Обобщенные решения краевых задач

1. Общая схема [19], [25]. Пусть Я—гильбертово про-

пространство и А — оператор, симметричный и положительно опре-
определенный в этом пространстве, так что

(Аи, v)= (u, Av), (Аи, u)^f\\u\\\ f = const>0. E.51)

Введем в рассмотрение новое гильбертово пространство Яд,

получаемое замыканием области D (А) определения оператора А

в метрике, порождаемой скалярным произведением

[и, v] = (Au, v); и, v

Обобщенным решением уравнения

Au=f, f?H, E.52)

будем называть элемент и ?j Яд, удовлетворяющий тож-

тождеству

[и, v] = (f, v), E.53)

в котором v есть произвольный элемент пространства Яд.
Такое обобщенное решение существует и единственно.

Зададим оператор А, приняв за область его определения
множество обобщенных решений уравнения E.52), соответ-

соответствующих всевозможным элементам /? Я, и положив Au=f,
где и есть упомянутое обобщенное решение. Оператор А
есть самосопряженное расширение оператора А; нижние грани

операторов А а А совпадают, а область значений оператора А

совпадает с пространством Я. Оператор А называется само-

самосопряженным расширением оператора А по Фридрихсу; с

точки зрения теории расширений М. Г. Крейна А есть жест-

жесткое расширение оператора А.

Понятие обобщенного решения можно расширить следую-
следующим образом. Пусть по-прежнему А — симметричный поло-

положительно определенный оператор, и пусть оператор В таков,
что произведение К=А~1В ограничено в Яд. Продолжим
оператор К по непрерывности на все пространство Яд. Обоб-
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щенным решением уравнения

(A + B)u=f, /?Яд, E.54)

назовем элемент и ? На, который при любом v ? Яд удо-
удовлетворяет тождеству

[и, v} + [Ku, v] = (f, v). E.55)

Теоремы существования и единственности обобщенного

решения для уравнения E.54) в общем случае не имеют места.

В последующих пунктах настоящего параграфа будут при-
приведены некоторые типы краевых задач, к которым применима

приведенная в настоящем пункте общая схема. В качестве

пространства Н ниже всюду фигурирует пространство Z.8(D)
скалярных или векторных (в зависимости от характера задачи)
функций, суммируемых с квадратом в некоторой конечной
области D; в соответствии с этим свободные члены рассмат-

рассматриваемых ниже уравнений предполагаются суммируемыми с

квадратом в области D.

2. Самосопряженное эллиптическое уравнение второго

порядка [19]. Рассмотрим эллиптическое уравнение второго
порядка

-2 к{Аиш)л-си=т, E.56)

где

S <V,'y3^i>/. (X = const> О,

с измеримыми и ограниченными коэффициентами Ац и С;
уравнение E.56) будем считать невырождающимся (см. гл. VII

настоящего сборника). Уравнение E.56) рассмотрим при кра-
краевом условии одного из двух типов:

и|5= 0, E.57)
л

[2 j

При любом из этих краевых условий оператор E.56) сим-

симметричен; он будет также положительно определенным, если
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— X], причем знак неравенства имеет место на мно-

множестве положительной меры; здесь Х[ — наименьшее собствен-

собственное число оператора

_ у ±
?d дх.

ди

при соответствующем краевом условии E.57) или E.58).
В частности, в случае условия E.57), а при о ¦ф 0 также и в

случае условия E.58) достаточно, чтобы 0

3. Самосопряженное эллиптическое уравнение любого

порядка. Рассмотрим самосопряженное уравнение

л
^дхн ... dxik [ hh ...Jk дх,дхк ... dxj

=f{x); E.59)

внутреннее суммирование совершается по обеим группам ин-

индексов /i, ib .... ik и j\, ..., jk от единицы до п. Относи-

Относительно коэффициентов А примем, что они измеримы, огра-

ограничены и не меняются ни при какой перестановке верхних

или нижних индексов, а также если верхние и нижние индексы

поменять местами.

Введем в рассмотрение вспомогательные переменные

tilt-... i > k = 0, \ т; будем считать, что эти переменные не

меняются при перестановке индексов ilt iit .... ik. Уравне-
Уравнение E.59) будет эллиптическим невырождающимся, если суще-

существует такая постоянная (а^>0, что

Для уравнения E.59) поставим краевую задачу с простей-
простейшими условиями на границе: потребуем, чтобы на границе 5
конечной области D обратились в нуль как сама искомая

функция и, так и все ее производные до порядка т— 1 вклю-

включительно. Оператор этой краевой задачи положительно опре-

определен, а сама задача имеет обобщенное решение, если, помимо
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условия E.60), выполнено еще следующее условие:

Это последнее условие можно ослабить.

4. Сильно эллиптические системы [5]. Выделяя главную

самосопряженную часть соответствующего дифференциального
оператора, можно привести систему уравнений в частных про-

производных к виду

• • • >m

4-7и =/(*), E.61)

где суммирование производится по всем значениям индексов

h> k> •••> lm от единицы до п; и— искомая вектор-функция,

Ailil '• '.'• im — матрицы, зависимость которых от индексов та-
' ' '

ТП
•

1 г

п . ¦ <
ЛЛ • • • Ib т- ¦

кая же, как и в п. 3 для коэффициентов Л/1(-2,,. ,•"; Т—диф-

Т—дифференциальный оператор порядка ^2/я—1.

Матрицу Ai\il'.'.' Г разобьем на сумму симметричной и

кососимметричной частей:

Л
л/2 • • • Jm лЛЛ • • • 'т | ь'-"-'2 '' • ^т
liH • •• 'т

— С'1гз ... 'т ~Г
*¦ «l'a ••• 'от

•

Допустим, что оператор

... / dm«

удовлетворяет следующему условию: на вектор-функциях, ко-

которые обращаются в нуль вместе со своими производными

до порядка m—1 включительно на границе 5 конечной

области D, имеет место неравенство

(Си, иMгМ(Дти, и), УИ= const >0. E.62)

При выполнении этого неравенства система E.61) сильно

эллиптична.
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Будем рассматривать систему E.61) при только что упо-

упомянутых краевых условиях. Эта задача—фредгольмовского
типа: при/(.хг)= 0 она имеет только конечное число линейно

независимых решений, столько же линейно независимых реше-

решений имеет и однородная сопряженная задача. Неоднородная
задача (при f(x) ф 0) разрешима тогда и только тогда, когда

свободный член f(x) ортогонален ко всем решениям сопря-
сопряженной однородной задачи. Наша задача во всяком случае

разрешима, если оператор Т неотрицателен, т.е.если Gи, а)^0
каждый раз, когда функция и удовлетворяет краевым усло-
условиям задачи; эта задача разрешима и в том случае, когда
область D можно заключить в шар достаточно малого радиуса.

5. Дифференциальные свойства обобщенных решений.
В общем случае обобщенное решение сильно эллиптической

системы (в частности, одного эллиптического уравнения)
порядка 2т имеет, в соответствии с определением, обобщен-
обобщенные производные порядка т, суммируемые с квадратом
в данной области D. Если коэффициенты системы удовлет-

удовлетворяют некоторым условиям гладкости, то обобщенное реше-
решение имеет обобщенные производные порядка 2т, суммируе-
суммируемые с квадратом в любой внутренней подобласти D. Если,

кроме того, граница области D также достаточно гладкая,

то обобщенные производные порядка 2т суммируемы с квад-

квадратом во всей области D[\], [12], [13], [18], [27]. Если

f(x)?Lp(D), то при определенных условиях гладкости, на-

наложенных на коэффициенты системы и на границу области,
можно утверждать, что старшие производные обобщенного

решения суммируемы в области D со степенью р [10].

§ 4. Уравнения второго порядка с малым параметром

при старших производных [6] — [8]

1. Случай полного вырождения; пограничный слой.

Рассмотрим в круге 0<^р^1 следующую краевую задачу:

При малых е естественно ожидать, что решение иг близко

к —h. Однако правая часть, h, вообще говоря, не удовлет-

удовлетворяет граничному условию E.63), поэтому вблизи границы
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р
= 1 функция г/е -j- h не будет малой. Возьмем в качестве

приближенного решения нашей задачи функцию
1-р

й. = —А(р,

где р, <р
—

полярные координаты, а ф(р)— сглаживающая

1 2
функция (ф(р) = 0 при О^р^-=-,ф(р)=1 при -д =^ р ^ 1

и ф (р) имеет достаточное количество производных). Нетрудно
убедиться в том, что погрешность z= м6—йв, получающаяся
от замены точного решения приближенным решением E.64),
во-первых, удовлетворяет краевому условию E.63) и, во-вто-

во-вторых, е2 Дг— 2=0(е). Отсюда на основании принципа макси-

максимума заключаем, что в круге 0 ^р^ 1 будет z = O(s.). Таким

образом, выражение E.64) дает первое приближение к реше-

решению нашей задачи во всей рассматриваемой области. Оста-
Остановим наше внимание на втором слагаемом в E.64). Это

слагаемое при малых е существенно отлично от нуля только

в непосредствейной близости от границы круга р = 1. Функ-
Функции такого типа называются функциями типа пограничного
слон. Дадим точное определение: функция ve (xly ..., хп),
определенная в открытой области D и дифференцируемая
k -f-1 раз, является функцией типа пограничного слон
k-ro порядка, если: 1) ve и все ее производные до (k-\- 1)-го
порядка включительно равномерно стремятся к нулю при

е -> 0 на любом замкнутом подмножестве D; 2) j-e производ-

производные ve(j<^k) стремятся к нулю при е->0 равномерно в Д

3) k-e производные ve ограничены в Ц 4) среди (k -\- 1)-х
производных ve есть хотя бы одна, стремящаяся к оо при

е -> 0 в рассматриваемой норме.
Пользуясь введенным определением, мы можем сказать,

что второе слагаемое в E.64) есть функция типа погранич-

пограничного слоя нулевого порядка.

Разобранный пример весьма типичен. Суть дела здесь

заключается в том, что при полном вырождении (за счет

е->0) задачи второго порядка (т. е. при ее вырождении

в тривиальную задачу —u= h) решение и, будет иметь вид

ме =
— h-\-v-\-z, E.65)

где — h— решение «вырожденной» задачи, v — функция типа

пограничного слоя и z — величина порядка О(е). Можно



172 ГЛ. V. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ [2

получить более точную асимптотическую формулу, нежели

E.65). Как это делается, мы покажем в следующем пункте
для несколько иного случая.

Отметим, что впервые на описанное явление обратил вни-

внимание Риман в 1854 г. (см. Б. Риман, Сочинения, Гостех-

издат, 1948, стр. 428).

2. Вырождение в уравнение первого порядка. Рассмот-

Рассмотрим эллиптический дифференциальный оператор L,, имею-

имеющий вид

Lju=

где

f(x, .у)Зга2>0, а = const, E.66)

L&= ап (х, у) ^2 -f 2а12 (дг, у) ^^ -f а22 (х, у) ^ +

+ h{х, У)%+ Ьг(х, У)д? + с(х, у)и, E.67)

впС*. J0>0.

Пусть D— плоская область с границей Г такой, что вся-

всякая прямая у
= с при ^о<Сс<С^1 пересекает Г точно в двух

точках. Прямые у=уй ^У=У\ касаются Г в точках А С*о>_Уо)
и B(xt, ух). Таким-образом, точки А и В разбивают Г на

две дуги, которые мы обозначим через Г~ и Г+ (точки дуги Г"

имеют меньшие абсциссы, чем соответствующие точки Г+).
Задачей Аг будем называть задачу о построении решения

уравнения

при условии

н.|г = 0.

Задачей Ло назовем аналогичную задачу для уравнения

Liw= h(x, у) E.68)
при условии

W |г+ = 0.

Отметим, что прямые у= const суть характеристики урав-
уравнения E.68). Заметим также, что условие E.66) обеспечивает
существование и единственность решения задачи А, для до-
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статочно малых е. Нас интересует, что происходит с реше-
решением це задачи Ле при е -> 0. Введем в окрестности Г~ си-

систему координат (р, <р), для чего проведем из точек Р дуги Г~

внутрь D векторы PR длины т]^>0 с гладкостью 2т, обра-

образующие острый угол 8 с осью Ох (|8|<^~ — -А. При до-

достаточно малом т] эти векторы между собой не пересекаются.

Координата р точки 5 есть длина PS, а <р есть длина части АР

дуги Г~. Тогда оператор /_s будет иметь вид

д2и ,
о

д*и , д2и ,

+ 2a + a +

».^ + ».|-А. E-69)

Если коэффициенты Z.e достаточно гладкие, то коэффициенты
в E,69) можно разложить по степеням р:

«У (P. ?)= "S
и т. д. Если сделать еще «одну замену переменной p= t&, то

мы получим:
т + 2

где

и /?; — некоторые дифференциальные операторы, коэффи-
коэффициенты которых при 1^.т~{-\ имеют вид (J.(<p)^ (/<t).
Обозначая через "ау0 решение задачи Ло, мы сможем опреде-
определить последовательно функции w{ и vj (/ = 1, ..., т; j = 0,
1, ..., от-|-1) из условий

, wt |г+= 0,

О, E.71)

— 2 я*^-* ¦ E-72)
5 = 1

V/ |г- =— W, |г-, fm+i |г- = 0.
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Следует подчеркнуть здесь три обстоятельства. Во-первых,
задачу Ло мы умеем решать при любой правой части. Таким

образом, мы сможем фактически построить функции wt.
Во-вторых, оператор 7И0 есть обыкновенный линейный диф-

дифференциальный оператор с постоянными (относительно t)
коэффициентами, так что уравнения E.71) и E.72) также

легко последовательно решаются. В-третьих, условия E.70) и

отмеченные свойства операторов УИо и Rt позволяют индук-
ционно показать, что

vj(t, <p)= Pyft ?)exp(-X1(<p)f),

где Pj — многочлены относительно t степени <:_/ с коэф-

коэффициентами, зависящими от <р, и Хх (<р) = —'-^jk ^> 0. Следо-

Следовательно, функции eJvj(t, <f>) = e/vj(-Y> <р) суть функции типа

пограничного слоя у'-го порядка.
Положим теперь

т

и% =^ е'«, + ф UX2 Jvt+ za, E.73)

где ф(р) — сглаживающая функция, введенная в п. 1. Спра-
Справедлива следующая

Теорема [6]. Если коэффициенты оператора E.67),
функции f и h и кривая Г имеют гладкость порядка
2(т-\-\), то для zm в E.73) справедлива оценка

S
В

где D — часть области D, получаемая исключением из D

окрестности точек А и В.

Приведенная теорема — далеко не единственный резуль-
результат исследования асимптотического поведения м8 при е-»- 0. Рас-

Рассматривались вопросы о поведении zm во всей области D,
о возможности почленного дифференцирования формулы E.73),
о поведении ме при более жестких требованиях на глад-

гладкость функций, входящих в задачу Аг. Ответы на эти во-

вопросы и библиографию по данной теме читатель найдет в [6].
Если часть Г\ границы Г совпадает с характеристикой

вырожденного оператора L\, то разность и,
— wu имеет
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вблизи Г, характер пограничного слоя. При построении
асимптотических формул для и, в этом случае вместо обык-

обыкновенного дифференциального оператора 7И0 в уравнениях
типа E.71) и E.72) будет фигурировать параболический
оператор.

3. Краевые задачи с большими коэффициентами в

подобласти. Пусть на плоскости задано эллиптическое диф-
дифференциальное уравнение второго порядка

, д2и , п dsu , д2и ,

^« e +2a+a +

^x+b^+ cu= h, E.74)

где коэффициенты, вообще говоря, комплексны и зависят от

параметра е. Пусть, далее, на плоскости имеется замкнутый

контур Г. Обозначим области внутри Г через Сг и вне Г

через IT. В ПГ коэффициенты Le предполагаются разлагаю-
разлагающимися по степеням е (до конечного порядка или в беско-

бесконечные ряды) и ограниченными. В D+ поведение этих коэф-
коэффициентов определяется формулами:

aU= ат С*, У) + &ат (•*> У) + • • •
>

±-с^(х, у)+со(х,

На самом контуре Г коэффициенты могут иметь разрыв.
Поставим задачу нахождения такого решения уравнения E.74)
на всей плоскости, которое удовлетворяло бы на Г усло-
условиям согласования

ди
~

ди И"
и

г г

|
~~дп \т> E.75)

где п — нормаль к Г. Ввиду сказанного о поведении коэффи-
коэффициентов в D~, в этой области оператор L, можно предста-

представить в виде

. E.76)



176 ГЛ. V. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ C

Введем в окрестности Г локальные координаты р, <р подобно

тому, как это сделано в п. 2, только будем считать р

отсчитываемым по нормали (значения р^>0 отвечают точ-

точкам в D+) и положим р = et. Мы получим второе разложе-
разложение оператора Lg:

L,u =
i- (Жом + *R,u + eV?, и +...), E.77)

где

— обыкновенный дифференциальный оператор по t.

Пусть характеристический многочлен

имеет один корень, Х(<р), с отрицательной вещественной
частью, а другой, Xt (<p), — с положительной вещественной
частью. Предполагается, далее, что задача E.74), E.75) имеет

единственное решение, не очень быстро растущее при е -> 0.

Точнее, предполагается, что

где т^О, а || ^ и || ||—метрики в некоторых банаховых

пространствах.

Пусть, наконец, Х= 0 не является собственным числом

оператора Lo в D~ при граничном условии и |г = 0. Тогда

н, (х, у) = и;=щ + EHi + ЕЧ + ¦ • • (*,у)€ D-, \

Здесь функции нг и vj находятся последовательно с помо-

помощью расщеплений E.76) и E.77) оператора Le и граничных

условий, определяемых равенствами E.75). Как и в п. 2,

следует подчеркнуть, что: 1) для нахождения функций и{
достаточно уметь обращать оператор Z.o (при неоднородных
граничных условиях); 2) для нахождения функций vj — ре-
решать линейные обыкновенные дифференциальные уравнения
с постоянными коэффициентами; 3) функции vj суть функ-
функции типа пограничного слоя. Если разложения E.78) обо-

оборвать на s-м члене, то погрешность будет иметь порядок

O(es+I). Заметим еще, что второе из разложений E.78)
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имеет смысл только вблизи Г. Чтобы разложение имело

смысл во всем ЕР, надо умножить его на сглаживающую

функцию ф (-|н. В случае, когда X = 0 есть точка спектра

оператора Z.o при условии м|г= 0, также можно получить

разложения типа E.78), но здесь они будут начинаться

с отрицательных степеней е. Иначе говоря, в этом случае м8
при е = 0 имеет полюс. По поводу этого пункта см. [3, гл. 1].

4. Краевые задачи с бесконечно узкими барьерами.
С помощью итерационных процессов, аналогичных опи-

описанным выше, можно получить асимптотические формулы
для решений краевых задач с бесконечно узкими барьерами.

Именно, пусть область D с границей Г разбита конту-

контуром Г на две части: Dt (внутри Г) и D2 (между Г и Г).
Пусть, далее, коэффициенты уравнения

^ А + 1А +А+В +

|+ Си=Я E.79)

терпят на Г разрыв.
Введем в окрестности Г локальные координаты (р, <р),

причем р^>0 отвечает точкам D2, и выделим примыкающую
к Г полосу Tt @ <^ р <^ е). Зададим в этой полосе урав-
уравнение

д'2и , „ д2и , дги , , ди ,

|+си= 0, E.80)

коэффициенты которого допускают разложения вида
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причем хотя бы одна из производных аУ° , -Jr-, 4т, где

t =—, отлична от нуля (функцию, у которой эта произ-

водндя отлична от нуля, естественно назвать быстро изме-

изменяющейся по р).
Введем оператор L6, задаваемый в D — 7", левой частью

формулы E.79) и в Tt — левой частью формулы E.80). При
р = 0 и р = е этот оператор не определен, так как его

коэффициенты могут терпеть здесь разрывы. Положим,
далее,

'

Н при (х, y)?D— Tt,
0 при (х, у) ? Tt.

Задача ставится так: найти решение н, уравнения

1еие= /г в области D, непрерывное вместе с ^ при р = 0

и р = е и удовлетворяющее граничному условию ма|^=0.
Оказывается, что и здесь удается провести итерационный

процесс с помощью разложения оператора Le в полосе Т,
по степеням е. При этом для последовательного определения

функций Vj (в данном случае функции vj будут быстро из-

изменяющимися по р, не имея при этом характера погранич-
пограничного слоя) приходится решать краевую задачу для обыкно-

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка.

Разумеется, при «попадании на спектр» этой последней

краевой задачи возникают дополнительные трудности. Более

подробно с материалом данного пункта можно ознакомиться

по работе [3].
'

§ 5. Уравнения высших порядков с малым параметром
при старших производных

1. Вырождение эллиптических уравнений в эллипти-

эллиптические. Пусть D — область л-мерного пространства с глад-

гладкой границей Г; <р (<р,, ..., <р„) — координаты точек на Г.

Введем в окрестности Г систему координат (р, <р), где р ^ h —

расстояние по нормали к Г. Величина h столь мала, что

отрезки нормали длины h не пересекаются. Через Lt обо-
обозначим дифференциальные операторы порядка не выше 2k -f-1,
определенные для функций, заданных в D. Будем считать,
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что Z-o и Lit — эллиптические операторы. Задачей Ао назо-

назовем задачу

Lou — h,

n

= 0 (s = 0, 1, ..., k—\)

и задачей At — задачу

д~
r
= 0. (s = 0, 1, ...,

Л + /—1),

где Z.6 = ^ E'^i> X7
—

производные по нормали к Г. Ра-

зыскивая решение задачи Ае в виде ме= м0 -)- EMt -|- еам2 -}-...,
в силу определения Z.e имеем:

(Lo +

откуда

Е%+ • • •) ("о +

Z.oho = h,

Loui=—Liuo,
E.81)

Отметим, что к функциям и,- мы применяем операторы

Z-i, ..., Z.a/ более высокого порядка, чем Z,o. Чтобы функ-
функции щ были достаточно гладкими, надо потребовать соот-

соответствующей гладкости задачи Ао. Заметим, далее, что,

решая уравнения вида L0ui = g, мы можем удовлетворить
только к граничным условиям, тогда как функция ме должна
удовлетворять k-\-l граничным условиям. Здесь, как и ранее,

надо ввести в и, компоненту типа пограничного слоя, чтобы

добиться выполнения оставшихся / граничных условий.
Естественно, что для этого соответствующие функции должны

обладать / степенями свободы.

Для реализации сказанного нужно получить второе раз-
разложение оператора Le Это делается следующим образом.

Переходя к координатам р, <р, запишем операторы L{ в виде



180 ГЛ. V. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ [1

где Mir содержат производные по р порядка 2k-\-i — г.

гт t Р / ds s ds\Полагая 1 = -*-
тогда з~т

= Е зт^Ь имеем:

21

1=0

Разложив ai(s.t, <р) по формуле Тейлора с N членами

(и также разлагая коэффициенты операторов Мг), найдем:

JV + 1

2
где

Мйи= 2. at (<р) -^щ-, аг (<р) = а,- @, <р),

и коэффициенты всех операторов Rr (кроме (Л^-f- 1)-го)
имеют вид |л (<р) V.

Компоненту типа пограничного слоя будем искать в форме

т. е. мы будем строить решение иа таким образом:

М, = (МО+ E"l + е2 + •¦•) + s* (^0 + BVl + E*V* + ••¦)•

Вследствие того, что функции щ находят с помощью первого

итерационного процесса, должно быть /.6г = 0, т. е.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е,

находим, в частности,

0. E.83)

Это обыкновенное линейное дифференциальное уравнение
с постоянными (относительно t) коэффициентами. Его харак-

характеристическое уравнение есть

Х«*2в|(<р)Х' = 0. E.84)
«=о

Говорят, что задача А, вырождается в задачу Ай регу-
регулярно, если число корней этого уравнения с отрицательной
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вещественной частью совпадает с числом граничных условий
задачи Ае, выпадающих при ее вырождении в задачу Ай
(т. е. равно /).

Если вырождение регулярно, то общее решение типа

пограничного слоя уравнения E.83) имеет вид

где — X; (<р) — упомянутые корни уравнения E.84) (для про-
простоты будем считать, что все эти корни различны).

Отсюда вытекает, что при условиях

dtk+s

существует единственное решение уравнения E.83) типа

пограничного слоя.

Опишем теперь подробно двойной итерационный процесс
нахождения ме. Зададим натуральное р и будем искать м6
в виде

//1*1/ \ 7

р
_

р+к

где ир = 2 b'iii, Vp+k = 2 ?'vi> Zp
— остаточный член!

Число ;V в E.82) будем считать равным р -\- k. Мы получим-.

КUp= О-о + si, + • ¦ • + *2lLu) («о + s«, + • • • + Е%)= h>

* (*" Vp+k) = в-к (Mo + bR, +...+ B^%+k+i) X

Приравнивая нулю коэффициенты при ss(s=— k, — k-\-\, ...

..., p), имеем:

Z.omo = h,
i

i

2 RrVi-r 0=1. ¦••>
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Найдем граничные условия, которым должны удовлетворять

функции и,- и vt. Равенства

= 0 = 0,\,...,k

дают после приравнивания коэффициентов при степенях е'

нулю:

E.86)
(s = 0, 1.....A— l;i=l,...,p),

p=0

(r = 0, 1,...,/—1; «=!,...,?

где положено мг^0 при г<0 и r^>p, vr
= 0 при ^

Уравнения E.85) с условиями E.86) позволяют последо-

последовательно найти все функции н,- и г<г, причем функции v{

будут иметь вид

где /*,,- (^, <р) — многочлены относительно t.
Если предположить, что значение Х= 0 не принадлежит

спектру задачи Ай, и принять следующую гипотезу об огра-
ограниченности снизу операторов Lt при 0<^е<^е0 (что озна-

означает равномерную по е ограниченность Z-Г1):

где | || и || \\i — некоторые банаховы нормы, то при доста-

достаточной гладкости задач Ло и Л6 остаточный член Zp в соот-

соответствующим образом подобранной норме будет иметь поря-

порядок О(ер+1).

2. Взаимное вырождение эллиптических и одно харак-

характеристических уравнений. Уравнение нечетного порядка

2k -f-1 называется однохарактеристическим, если оно

может быть записано в форме

=й, E.87)

где My — оператор первого порядка, Mik
— эллиптический



2] § 5. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 183

оператор порядка 2k и Rik — любой дифференциальный опе-

оператор порядка не выше 2k. Вещественными характеристи-
характеристиками уравнения E.87) будут только характеристики опера-

оператора Mi. Уравнение E.87) будем рассматривать в области D

л-мерного пространства, ограниченной гладкой поверхностью Г.

Предположим, что всякая характеристика, проходящая

через какую-либо точку D, пересекает границу Г в двух
точках.

Обозначим множество точек «входа» характеристик в

Д-|-Г через Г~, а множество точек «выхода» — через Г+.

Множества Г~ и Г+ граничат между собой по некоторому
многообразию f размерности п — 2 (^ есть геометрическое

место точек касания характеристик с Г). Пусть ^ произ-

производная по нормали к Г.

Первой краевой задачей для уравнения E.87) назы-

называется решение этого уравнения при граничных условиях

д*и

dns

dku

г*

= 0 (s = 0, 1, ..., k—l),

= 0,

где Г* есть либо Г", либо Г+.
Можно рассмотреть следующие случаи:
а) Однохарактеристическое уравнение порядка 2k-\-2l-\-1

вырождается в однохарактеристическое уравнение порядка

2k-\-\. Здесь надо потребовать, чтобы характеристики обоих
уравнений совпадали. Точнее, достаточно, чтобы совпадали

для этих задач множества Г", Г+, f.
б) Эллиптическое уравнение порядка 2k-\- 21 вырождается

в однохарактеристическое порядка 2k-\-\.
в) Однохарактеристическое уравнение порядка 2k-\-2l-\-\

вырождается в эллиптическое порядка 2k.

Как и в предыдущем пункте, решение н, вырождающе-
вырождающегося уравнения можно получить с помощью двойного итера-

итерационного процесса. Единственное отличие здесь состоит

в том, что при построении н6 будут фигурировать функции,
имеющие характер пограничного слоя только вблизи Г" или

только вблизи Г+.

В статье [6] приведены условия алгебраического харак-
характера, выполнение которых обеспечивает регулярность
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вырождения. Это значит, что функции типа пограничного слоя

будут иметь ровно столько степеней свободы, что, распо-

распоряжаясь этими степенями свободы, можно компенсировать

выпадающие граничные условия.

Следует обратить внимание на то, что в окрестности f

асимптотика портится, т. е. остаточный член оказывается

малым только вне некоторой окрестности многообразия f
(см. п. 2 § 4, где разобран частный случай задачи б) при
* = 0, /=1).

В заключение отметим, что общих теорем о разреши-

разрешимости и дифференциальных свойствах решений однохаракте-

ристических уравнений нет. Поэтому, вместо того чтобы

предполагать гладкость коэффициентов и границы задач Ло
и Ае в однохарактеристическом случае, приходится посту-

постулировать достаточную гладкость самих решений.

3. Уравнения с быстро осциллирующими граничными

условиями. Рассмотрим в двумерной области D с грани-

границей Г уравнение

где Li
— оператор порядка 2k-\-i, причем операторы Z.o

и Ь<ц эллиптические. Будем считать, что вырождение опера-

оператора Z.J в Z-о регулярное. В качестве граничных условий
возьмем

<У г
(s = 0, I,...,

.Пусть е — малый параметр, а со—большой параметр. Считая,
что оператор Le обратим равномерно по е, будем искать

асимптотику решения рассматриваемой задачи.
Искомое асимптотическое разложение существенно зависит

от соотношения скоростей роста со и —.

Если со = .Д —, А = const, то решение будет иметь сле-

следующее представление:

и. = в*-Ч = е'-* (vt + втч + в«о» + ...).
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Функции vt имеют характер пограничного слоя. Каждая из

них имеет k~\-l степеней свободы, что дает возможность

удовлетворить граничным условиям.
Если u)=i4s"a, где 0<^а<^1, то для построения асимп-

асимптотики решения используются два способа разложения опера-

оператора LB. Оба связанных с ними итерационных процесса при-
приводят к функциям типа пограничного слоя. При этом разло-

разложение vc будет содержать целые степени величин s, е", е1"*.
Если ш=Ае~®, где ^^> 1, то достаточно одного способа

разложения оператора Lt. Решение получается в виде п =

= е|ш4, где

Функции v4i vs имеют опять-таки характер пограничного слоя,
обладая k-\-l степенями свободы.

Если эллиптический дифференциальный оператор не зави-

зависит от б, то осцилляция граничных условий за счет большого

параметра со все-таки заставляет решение быстро исчезать

при удалении от границы. Точнее, и в этом случае решение
имеет характер пограничного слоя.

Кое-что из сказанного в настоящем пункте может быть

перенесено на гиперболические и параболические дифферен-
дифференциальные уравнения [8].

4. Асимптотическое представление собственных значе-

значений и собственных функций. Пусть в л-мерной области D
даны самосопряженные эллиптические операторы Z.o порядка

2k и Z.8 = Z.0 + eZ.5i, где 1Л= 2 e2iM) Ln порядка 2(?-f/),
г= 1

причем при k однородных граничных условиях оператор Z.o
положительно определен, а при k~\-l однородных условиях

Lel положителен, т. е. A0»> «)^>аЧ"> и)> <**^>0, (Ltlu, н)^0.
В этом случае вырождение L5 в 10 регулярное. Пусть соб-
собственные значения оператора Zo простые и перенумерованы
в порядке возрастания:

Обозначим через Хн собственные значения оператора Z.e.
Пусть, наконец, ит и ии

—

соответствующие собственные
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функции операторов /_0 и /_,. Тогда

т + \

Кш = Ко + 2 «W Iх/. m+l = О 0).

где t<is — функции типа пограничного слоя,

2ft

2
Здесь

норма берется в пространстве
Ряд важных результатов по уравнениям, содержащим ма-

малый параметр множителем при старших производных, дан
в работах [2], [3], [9], [14], [22], [23], [27].



ГЛАВА VI

УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

§ 1. Некоторые задачи, приводящие к уравнениям

параболического типа с двумя независимыми

переменными

1. Задача теплопроводности для тела (стержня), темпера-

температура которого зависит только от одной из координат х

и времени t, а поток тепловой энергии направлен вдоль
оси Ох, приводит к уравнению

)* * FЛ)

Здесь а — температура, являющаяся искомой функцией х и

t, k — теплопроводность, с — теплоемкость, р
—

плотность,

Л (х> 0 — мощность тепловых источников, распределенных
в теле. Если k и с зависят от температуры, то уравнен! е

нелинейно.

2. Важнейший частный случай, когда с, р, k постоянны:

ди а д'и

li
= a

ЕР
где

ер
' J v ' '

ер

При отсутствии тепловых источников получаем однород-
однородное уравнение
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3. Задача теплопроводности тонкого стержня при нали-

наличии теплоотдачи через его боковую поверхность в окружаю-
окружающую среду, имеющую температуру, равную нулю, приводит
к уравнению

да д I. ди

с?[к
где h — коэффициент внешней теплопроводности, р

— пери-

периметр сечения, перпендикулярного к оси х, а — его площадь.

При постоянных с, р, k и при отсутствии источников

тепла уравнение имеет вид

%=*%-*¦ <6-5>

где

Уравнение F.5) сводится к уравнению F.3) подстановкой

u=ve-bt. F.6)

4. Задача о диффузии приводит к уравнению F.3), где
я — концентрация, а1 = т)

— коэффициент диффузии, предпо-
предполагаемый постоянным.

б. Уравнение плоской электромагнитной волны в одно-

однородной изотропной проводящей среде можно записать в сле-

следующей форме, пренебрегая током смещения:

ди

6. Задача о движении вязкой жидкости, скорости кото-

которой зависят только от л: и времени t и направлены вдоль

оси, перпендикулярной к оси лг, приближенно сводится к урав-
уравнению

в котором и — скорость, a v — кинематический коэффициент
вязкости. (При выводе уравнения пренебрегают градиентом
давления.)
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§ 2. Общие свойства решений уравнений
параболического типа

1. Непрерывные решения уравнения F.3) представляют
собой аналитические функции от х, т. е. в окрестности лю-

любой точки лг = лг0 такие решения могут быть разложены
в сходящиеся ряды по степеням разности х — лг0. Непрерыв-
Непрерывные решения уравнения F.3) бесконечно дифференцируемы
относительно переменной t, но, вообще говоря, не аналитичны.

2. Принцип максимума. Рассмотрим в плоскости

X, t ПрЯМОуГОЛЬНИК OsS^sg^!, ЛГо^ЛГ^ЛГ!.
Назовем линией 5 ломаную, состоящую из трех сторон

прямоугольника ? = 0, лг = лг0, x =xv Наибольшие и наи-

наименьшие значения всякого непрерывного решения уравнения

F.3) на прямоугольнике достигаются на ломаной 5".

3. Существует единственное решение уравнения F.3), при-
принимающее заданные значения на линии б1. (Заданные значения

предполагаются непрерывными.)

4. Решение непрерывно зависит от краевых значений,

заданных на линии 5.

б- Решение, ограниченное на всей плоскости х, t, есть

величина постоянная.

Некоторыми свойствами уравнения F.3) обладает и более

общее уравнение

d/t = А (х, f) g + В (х, t) g + С(х, t) и +/(*, t). F.9)

1) Для уравнения F.9) справедливы свойства 3, 4, если

функции А, В, С, / имеют непрерывные производные.

2) Если А, В, С, f— аналитические функции х, t, то не-

непрерывные решения аналитичны по х.

§ 3. Краевые задачи для конечного отрезка

1. Постановка краевых задач. Постановку краевых задач

мы формулируем для случая 1 § 1, когда изучаемое уравне-

уравнение можно рассматривать как уравнение теплопроводности.
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Другие физические задачи приводят по большей части к тем

же краевым условиям.

Мы рассмотрим уравнение

ди д

при заданном начальном распределении температур

н(лг, 0) = <р(*) F.11)

и при граничных условиях следующих типов:

Первая краевая задача: на границах стержня заданы

температуры как функции времени:

при х=

при лг =

= 0 и =щ @,1
= / н = (х2@. J

F.12)

Вторая краевая задача: заданы тепловые потоки,

проходящие через торцевые сечения стержня. Так как теп-

тепловые потоки пропорциональны частным производным по х,
то можно задать:

при х= 0 -?= v,(f

при х= 1 д?- =
F.13)

Третья краевая задача: на торцах стержня проис-
происходит теплообмен с окружающей средой, имеющей заданную
температуру, являющуюся известной функцией от времени:

п ди , г с .,Ч1

При ЛГ = О
j-^

z= Л [« — О! (t)],

при x= l ¦=? = —Л[« —62@].
F.14)

Встречаются и смешанные задачи, когда на разных концах

стержня задаются условия различных типов.

Четвертая краевая задача: рассматривается коль-

кольцевой стержень длиной /; краевые условия заменяются усло-
условиями периодичности:

а«@, 0 диA, t)
дх

—

дх
'и@, t) = u(l, t),
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Первые три краевые задачи называются однородными,

если (х1; |х2, vi, v8, Ьу, б2 равны нулю.

2. Метод разделения переменных (метод Фурье). Нач-
Начнем с решения однородного уравнения

FЛ5)-
dt~cf дх\ дх

при однородных краевых условиях.
Положим н(лг, t) = б (t)y (x) и подставим в уравнение

F.15); разделяя переменные, получим:

6 (ft/)' .

т—1^г—~к>
откуда

Краевые условия определяются граничными условиями для

функции у, которая должна быть решением краевой задачи

Штурма—Лиувилля (см. гл. II).
(Обозначая через Х„ собственные значения краевой задачи,

а через уп
— собственные функции, получим:

пп(х, t) = cne-ln'yn(x). F.i6)

Решением будет ряд

со оо

и= 2 «л= 2 спе"Чу» (х). F.17)
л=1 п=\

При ^ = 0, используя начальные условия, будем иметь:

2

откуда
i

\сМ$)Уп0-)М, F.18)
о
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если собственные функции нормированы, и

F.19)
о"

где
i

если собственные функции не нормированы. Предполагается,
что функция <р (лг) удовлетворяет обычным требованиям, обе-

обеспечивающим разложимость по собственным функциям. (До-
(Достаточно, чтобы она была кусочно гладкой и удовлетворяла

граничным условиям.)
Подставляя найденные значения сп в формулу F.17), при-

придадим ей вид
!

со I

п(х, t)=

v, I, t)d% F.20)
о

где
оо

F-21)

Функция Q(x, %, f) называется функцией мгновенного

источника (или функцией Грина). Чтобы выяснить ее физи-
физический смысл, рассмотрим начальное распределение темпера-

температур в виде 8-функции (функции Дирака), отличающейся от

нуля в одной точке х= %, в которой она равна бесконечно-

бесконечности, причем интеграл от этой функции равен единице. Тогда

\ЩH{х, \, t)dl= Q(x, I, t).
о

Следовательно, Q(x, S, t) — температура, созданная в точке л:

в момент t тепловым источником единичной интенсивности, со-

сосредоточенным в точке ? в момент t = 0. Функция Q(x, I, t)
симметрична относительно переменных х и ?.
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Перейдем к решению неоднородного уравнения

с начальным условием н^О при t^O и однородными гра-
граничными условиями.

Решение будем искать в виде ряда по собственным функ-
функциям

оо

и(х, 0= 2 и„@лD F.22)

где un(t) подлежат определению. Функцию f(x, t) также

представим рядом

f(x, t)= f] fn{t)yn(x), F.23)
л= 1

где /„ — коэффициенты разложения, определяемые по фор-
формулам

где /,(лг, t) = cp/(x, t).
Подставляя в уравнение, будем иметь:

оо

2 Уп {х) {ап @ + Х„и„ @ -А (Щ = 0,
л = 1

откуда с учетом того, что «n (t) = 0 при t^ 0, получим:

и, следовательно,

оо /

и (х, t) = 2 { J е-х«('"t} dz J /, (S, x)yn

F.24)
7 В. М. Бабич н др.
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Решение можно представить также в следующей форме:

/ i

и(х, 0=55° (•*• t, t — т)/, (i т) d\ dz, F.25)
о о

где

ОО

G(x, I t-x)= У e-V-)
*

^(х)^). F.26)

Физический смысл решения таков: его можно рассматривать
как результат суммирования действия мгновенных источников,

распределенных по длине стержня (интегрирование по I) и

распределенных по времени (интегрирование по т).
Решение неоднородного уравнения при любых начальных

условиях получается суммированием:

/ i

и(х, t) = \\G(x, I t — t)/,(S, т)о!Ыт +
о о

I

+ \Q(x, I, t)<f^)dl F.27)
о

Неоднородные граничные условия сводятся к однородным

заменой

u= v-\-z(x, t),

где z(x, t) — любая дважды дифференцируемая функция,
удовлетворяющая неоднородным граничным условиям. Для v

получаем уравнение с измененной правой частью. Если урав-

уравнение для определения и записать в виде L[u]=f(x, t), то

уравнение для v будет иметь вид L [v] ^f(x, f) — L [z\\
граничные условия для функции v будут однородными, а

начальное условие при t = 0 будет следующим: v (x, 0) =
= <?(x)— z(x, 0).

Таким образом, получив решение однородной краевой
задачи для однородного уравнения и составив выражение для

функции источника, можно получить решения неоднородных

задач в квадратурах.

3. Интеграл Дюгамеля. Пусть U(x, t) есть решение не-

неоднородной краевой задачи при условиях 0@, t)=\,
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(J{1, 0= 0 и ПРИ однородных начальных условиях; тогда

функция
t

и(х, t)=\ut(x, t— т)|»,(х)Л F.28)

будет решением следующей краевой задачи:

и@, 0=М0>

и{1, 0 = 0

при однородных граничных условиях. Формула F.28) назы-

называется интегральной формулой Дюгамеля.
Аналогично краевая задача

и@, 0= 0,

«(/. 0=Ы0

сводится к краевой задаче

U@, 0= 0,

1, 0=1-

4. Частный случай постоянных р, с, k. В силу сказан-

сказанного выше рассматриваем только однородное уравнение

ди о da«

dt~a dAT9'

полагая н(дг, О^б(О^(лг), получим:

i- —y-— —х
аЧ~ у~

откуда

' = 0, y= .

Первая краевая задача. Собственные значения:

7*
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Собственные функции (ненормированные):
i

ya = sm™x, ||а 11= fyldx=Lt
оо /anit\2 ,

О(х, \, 0=у ^ е sin Тх Т

Неоднородные граничные условия можно привести к одно-

однородным заменой

Я= V+ IX, (t) + -у [щ @
-

IX, @].

Вторая краевая задача. В этом случае Х0=0
также являегся собственным значением, а _уо^= 1—соответ-

1—соответствующей собственной функцией; собственные значения для

Собственные функции; ^„(лг)^ cos-т-лг,

Q(x, I t) = Y

amt\2

)

Неоднородные граничные условия сводятся к однородным
заменой

ха
a = v -t- v, (t) -\- [v2 (t) — v, (f)] -^j.2.1

Третья краевая задача. Собственные значения

определяются через корни zn уравнения

р г

где р= М, Х„ = ^.
Собственные функции:

уп= cos утя х+ -jj-
sin /х; лг,

2

Zlt
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Сведение неоднородных граничных условий к однородным
может быть достигнуто заменой

Четвертая краевая задача. Имеется собственное

значение Х0= 0; соответствующая собственная функция: уо=

= 1. Собственные значения (я^>0): Х„ =-^—, Где п —

целое число; каждому собственному значению, кроме нулевого,

соответствуют две собственных функции:

COS
-j- X,

Уп=\
sin -^ x,

{+2е C0S
7 (¦* —

_, f ... 2 I 1
О(х, 5, 0 = 7{т+2е C0S

7

5. Функция Грина и функция Якоби. В теории эллипти-

эллиптических функций встречается функция
СО -(- СО (X — ЛJ

~л2л2/
cos B)

г~

называемая функцией Якоби. Первый ряд быстро сходится

при больших t, второй — при малых t.

Через эту функцию легко выражаются функции Грина
некоторых из рассмотренных краевых задач.

Первая краевая задача:

Q(x р л \ъ(=1

Решение первой краевой задачи при неоднородных гра^
ничных условиях также выражается через функцию Якоби.
При однородных начальных условиях

аЧ

~x a*(t-z)
2Г> i*—)dx-
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Вторая краевая задача:

Третья краевая задача:

Q(x,l 0=4» (^- Vy
Смешанные краевые задачи:

а)

«@, 0=0,

Ь)
и(/, 0= 0,

aH\ ь(х
— S — 2/

j&14/ ' Tj-&1 4/

6. Некоторые смешанные краевые задачи.

а) Граничные условия:

«@, 0= 0,

1« <>=<>¦

Собственные значения: Х„ = Bл -(- 1) ^ .

Собственные функции;

Vsin>AXAr ||^||s

2^
и —I
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б) Граничные условия:

и @, 0= 0,

f+ hu = 0.
ОХ '

х=1

Собственные значения Х„ определяются через корни уравне-

уравнения tg z= , где р = hi.

Собственные функции:

.yn=sin/X>, \\yn\\* = ~l
„s I х /s

¦

§ 4. Решение уравнения теплопроводности
на бесконечной прямой

1. Общие соображения. Требуется решить уравнение

ди а д2и

т=а п*

при начальных условиях и(х, 0)= <р(х), заданных на беско-

бесконечной прямой, и при дополнительном условии ограниченности

решения при всех значениях х и при всех ^
Решение этой задачи дается формулой

и(х, t)= \ Q(x, I, t)9(^dl, F.29)
— со

где
(X — ЬJ

0{х> i t) = Х—е im
. F.30)

Для того чтобы функция и (х, f), определяемая формулой
F.29), была решением уравнения теплопроводности и удов-

удовлетворяла начальному условию, достаточно, чтобы функция

<р(лг) была непрерывной и чтобы существовал интеграл

+ С

\
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При этих условиях интеграл F.29) равномерно сходится при

t^O) интегралы, полученные из F.29) дифференцированием
под знаком интеграла любое число раз по х и по t, схо-

сходятся равномерно при t ^ 8, 'где 8 — любое положительное

число. Отсюда вытекает, как известно, что интеграл F.29)
можно дифференцировать под знаком интеграла по л: и по

t любое число раз.

Только что сформулированные услопия можно ослабить,

Так, достаточно, чтобы начальная функция <р(лг) была непре-

непрерывна и чтобы на бесконечности она возрастала не быстрее,

чем еаха, где аи а — положительные постоянные, причем

а <^ 2. При таком условии интеграл F- 29), а также инте-

интегралы, полученные из него дифференцированием любого по-

порядка по х и t под знаком интеграла, равномерно сходятся

в области t^b, где 8 — любое положительное число,

Физический смысл источника тот же, что и в § 3: функ-
функция Q(x, ?, t) есть температура в точке х и в момент вре-
времени t, созданная источником, сосредоточенным в точке i в

момент времени ? = 0.
Во всякой точке х температура, создаваемая мгновенным

точечным источником в момент ? = 0, отлична от нуля при

сколь угодно малом положительном t, т, е, тепло от источ-

источника распространяется с бесконечно большой скоростью. Этот

парадоксальный результат объясняется тем, что при выводе

уравнений теплопроводности не учитывалась инерция дви-
движения молекул, передающих тепло. Теория остается практи-

практически пригодной благодаря тому, что при малых значе-

значениях t тепловая энергия, поступающая в точки, удаленные

от источника, весьма мала.

Существенно, что распределение температур от мгновен-

мгновенного источника тождественно с гауссовым распределением
ошибок в теории вероятностей.

2. Случай разрывного распределения начальных тем-

температур. Пусть начальное распределение температур опреде-

определяется функцией

Тх для лг^>0,

Т2гдля х<0>

^±-^для *= 0-
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Тогда решение приводится к виду

где символом Ф(г) обозначен интеграл ошибок

Z

1 С 9

Ф(г)=-7=\ е-" da.
\f 7C <и

о

3. Функция G (х, |, ?— т) и решение неоднородного

уравнения теплопроводности. Введем функцию

1 (*-?)»

„eV-,) '-^-
F.31)

о,

Эта функция представляет температуру, созданную мгно-

мгновенным источником, действовавшим в момент т. С помощью

функции Q(x, I, t — т) легко может быть записано решение

неоднородного уравнения

В силу того, что функция f(x, t) задает распределение

мгновенных источников по оси л: и по времени t, можно

суммированием их действия получить решение неоднородного

уравнения при нулевых начальных условиях в следующей
форме; / + оо

и(х, t)=\\ Q(x, 5, < —t)/(S, x)utUx,
0 —oo

Решение неоднородной задачи при начальных условиях

и(х, 0)= <р(х) дается формулой

и(х, t)= \ Q(x, I,
— ОО

5 \ О(х, 6, t— x)/($, T)dldx. F.32)
0 —оо

Функция Q(x, I, t — х) удовлетворяет уравнению теплопро-
теплопроводности по х и t при ^^
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По переменным 5, т функция Q удовлетворяет присоединен-
присоединенному уравнению

a 0G | 0G п

Функция О (х, \, т) симметрична относительно аргументов
х и ?.

4. Краевые задачи для полубесконечной прямой. Ищется
ограниченное решение уравнения F.3) на полубесконечной прямой
¦*•><) при обычном начальном условии и при различных краевых
условиях в точке х = 0.

1) «@, 0 = 0.
Решение получается из решения, полученного для бесконечной

прямой нечетным продолжением функции <р (а:), заданной при х >

>0, на полупрямую х < 0, что приводит к формуле

где на этот раз

С? (х, ?, О = т=- \ е
ып

— е
ia2t \ F.34)

2 у-каЧ \ Г

2л —^—^—-
~ О.

В этом случае начальные условия, заданные при х > 0, должны

быть продолжены четно, так как производная от четной функции
нечетна; решение опять имеет вид F. 33) с функцией источника

(X — Е)8

3) d/—hu' дх
=0.

дх
В этом случае решение имеет вид F.33) с

{_-
_ — — \

G(x, 6,0 = 77Z у TiU'L I

_ 1he^_ Г
~

шг eHS rfs. F.35)
2 1Л:а2< .'
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§ 5. Задачи без начальных условий

При рассмотрении длительных температурных процессов
влияние начального распределения температур сглаживается

и поэтому имеет смысл искать решение, удовлетворяющее
только краевым условиям. Удобно начальный момент отнести

в t=—оо. Справедлива общая теорема о существовании
единственного решения всех перечисленных выше краевых

задач, остающегося ограниченным для всех t^> —:оо.

Исторически первой была задача о температурных коле-

колебаниях почвы, решенная Фурье.
При естественных предположениях, идеализирующих изу-

изучаемый процесс, задача сводится к следующей.- Будем искать

решение уравнения F.3) на полупрямой х^> 0, ограниченное
для всех х и t при граничном условии и @, t)= A cos (at.

Будем искать решение, периодическое по времени и зату-
затухающее при увеличении лг:

и= е~1х л cos [(at — Р(лгI, F.36)

где a, p и | подлежат определению. Подставляя в уравне-
уравнения и проводя простые вычисления, найдем, что

_ лГ^_
и {х, t)= Ае~ У 2о3

Х

cos (at — у
~ x^j. F.37)

Затухание колебаний растет с ростом частоты ш. Колебания

происходят со сдвигом фазы, пропорциональным лг. Можно

обобщить полученное решение, заменив граничное условие
более общим: и @, t) = (х (t), где (х (t) — периодическая фун-
функция. Разлагая ее в ряд Фурье и находя решение для

каждой гармоники в отдельности по формуле F.37), можно

затем построить ряд

Существенно, что, чем больше х, тем с большей точностью

можно из всего ряда сохранять только первую гармонику.
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А»,-

§ 6. Понятие о параболической системе

Система дифференциальных уравнений
м

it. и\ Я*о + I A I.,
11 У У №

Ао<л/. I А | =S M

k= {ky,..., kn), \k\ = J=l,2

F.38)

,.,ло

с вещественными коэффициентами называется параболической
в смысле И. Г. Петровского в некоторой области D (л -(-1)-
мерного пространства ?я+1 точек (?, лг) = (?, jflf..., хп), если

в ней для любого вещественного вектора а = (аь ..., а„)
такого, что |а | = J/ af -)-•• . + ал^ ^> КОРНИ k= ^(t, x, а)
алгебраического уравнения

det x) \N^ \\
•!- I A ] = 2^. 11 1, j = I

X»i

0

0

0..

X»s.

0..

.
0

.. о

. X"-v

= 0 F.39)

удовлетворяют неравенству Re X <: — 8 с некоторой положи-

положительной постоянной 8.

При л,- = 1 систему F.38) можно записать в следующей
матричной форме;

Lu\
Ър я

—

dt L L
ih

¦t, x)
dxh...dxim

— A(t,x)u=f(t,x), F.40)

где Л(/' '">' (t, х) и A (t, x) — квадратные матрицы по-

порядка N,au= и (t, х)= (ии ..., «лг) и f(t, х)= (Д,..., /к) —

вектор-функции (одноколонные матрицы). При этом уравне-
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ние F.39) приобретает следующий вид:

fl 'ар
'

F.41)
где Е—единичная матрица порядка N.

Параболические системы являются обобщением одного

параболического уравнения второго порядка

ди
я

= 2 a'^' ^7 ^

+ c(t, x)u+f(t, x) F.42)

с положительно определенной квадратичной формой
л

2 1/»/ и тем более одного параболического уравнения

с двумя независимыми переменными, рассмотренного в пре-

предыдущих параграфах.
Несмотря на широту этого обобщения, теория параболи-

параболических систем в смысле постановки задач и свойств решений
во многом сходна с теорией параболического уравнения
с двумя независимыми переменными.

В дальнейшем будет рассматриваться наиболее изученная

параболическая система F.40) с производной по t первого

порядка.

§ 7. Фундаментальная матрица параболической
системы

Предположим, что система F.40) параболична в слое [0, Т\
@-^.t^T) пространства Еп+и

Матрица U(t, x; х, у) называется фундаментальной для

системы F.40), если при (t, х) Ф (т, у) она является регуляр-

регулярным решением однородной системы

Lu= 0 F.43)

(т. е. решением, имеющим непрерывные производные, входя-

входящие в систему) и если для любой вектор-функции <р(лг),
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непрерывной в некоторой области D пространства Еп точек х,

справедливо соотношение

(dy= dyl...dyn).

Существование фундаментальной матрицы обеспечено, если

выполнены следующие условия:

1) коэффициенты системы ограничены и удовлетворяют

условию Гёльдера по х;

2) старшие коэффициенты системы равномерно непрерывны
по переменной t (если дифференциальный оператор

сильно эллиптичен, то это условие излишне).
Построение фундаментальной матрицы производится сле-

следующим образом. Обозначим через W(t, х, у, а) матричное
решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений

* V

удовлетворяющее начальному условию .,

W(x, т, у, а) = Е.

Положим

Ua{t, х; т, У) —щу \ W(t, х, у, а)ехр {i(a, x—y)}d*

((а, х)=а1х1+...+ а„х„, х—у = (хх—у» ..., х„—

Можно подобрать матрицу R(t, x; х, у) так, чтобы матрица
'

0 при t ^ х,

s \ Uo (t, x; s, z) R (s, z; x, y) dz при t> x

была фундаментальной для системы F.40). При этом будут
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справедливы следующие оценки:

\rt,U(t, х-, х, у)\^ C^
F.44)

где С и т)
— положительные постоянные, Е?х — знак производ-

производной порядка / по произвольной комбинации независимых

переменных Х\,..., хп и \х —у | — евклидово расстояние

между точками х и у.

Рассмотрим в слое [0, Т] систему

L*v=-Jt~

- 2 <- ^ 2 т^ж- <А(| '-^ *)') -

— Л*(^, x)d = 0, F.45)

где Л1'1' ¦¦•¦''»»)* (^ х) и Л* (?, х) — матрицы, сопряженные

с матрицами Л1'1 im\t, x) и A(t, x) соответственно. Си-
Система F.45) называется сопряженной с системой F.43).

Фундаментальная матрица U(t, x; т, у) параболической
системы F.40) (или системы F.43)) называется нормальной,
если матрица U* (х, у; t, x) является фундаментальной для

системы F.45).
Предположим теперь (и в дальнейшем), что коэффициенты

систем F.43) и F.45) удовлетворяют условиям 1) и 2). Тогда
справедливы следующие предположения:

1. Матрица U(t, x; т, у), построенная выше, является

нормальной.
2. Существует одна и только одна нормальная фундаменталь-

фундаментальная матрица параболической системы, для которой справедливы
оценки F.44).

3. При 0^t<^s<^s^7 имеет место равенство

U(t, х; х, у)= \ U{t, х; я, z) U(s, z; x, y)dz.

4. При (t, x) ^ (т, у) существуют и непрерывны смешан-

смешанные производные вида DlxD™U(t, x; х, у)
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0 ^ т =g; 2/?), причем для

D'xDy U(t, х; х, у) \ ^

5. Равенство

t, х; х, y)dy = i5
Еп

справедливо тогда и только тогда, когда A (t, x) == 0.

§ 8. Задача Коши и смешанная задача

для параболической системы

Будем искать в слое @, Т] @ <^ t sg; T) регулярное реше-
решение задачи Коши для параболической системы F.40) при
начальном условии

lim u(t, x)= <р (х). F.46)

При условиях, что вектор-функция <р(х) непрерывна
в Еп, вектор-функция fit, x) непрерывна и удовлетворяет

условию Гёльдера по х в каждой конечной части слоя [0, Т]
и что, кроме того,

с некоторыми положительными С и jx (jx <^ т) Т'
~

2?), решение
поставленной задачи дается следующей обобщенной формулой

Пуассона:

и (t, х) = \ (Jit, x; 0, у) у (у) dy -|-
"

t
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Это решение единственно в классе регулярных вектор-

функций, удовлетворяющих условию
Т 1р

\ dt \ | и (t, х) | ехр { — о | х j 2р -'} dx <+ оо

с некоторым о ^ 0.

Пусть D — конечная выпуклая область пространства Еп
точек х с достаточно гладкой границей 5. Обозначим через
Q = [0, T] X D цилиндрическую область пространства En+i
с основанием D.

Для области Q будем решать смешанную задачу, состоя-

состоящую в нахождении вектор-функции и^и(t, x), удовлетво-
удовлетворяющей внутри Q однородной параболической системе F.43),
на D — начальному условию

lim u(t, x) = 0 F.47)

и на поверхности Г= [0, T]\S—краевым условиям вида

?
,6.48,

(jx=l, 2,. . .,/>),
где В1'1 '"^ (х) — достаточно гладкие вещественные квад-

квадратные матрицы порядка N, заданные на S, и <|^ (t, x) — не-

непрерывные вектор-функции, заданные на Г.

К такой задаче сводится более общая смешанная задача

для неоднородной системы F.40) с неоднородным начальным

условием F.46) и краевыми условиями F.48) с помощью

замены неизвестной вектор-функции по формуле

v{t, x) = u(t, x) — \U(t, x; 0,
D

t
~ \ds\U(t, x; s,z)f(s, z)dz.

0 D0 D

Необходимым условием регулярной разрешимости постав-

поставленной смешанной задачи является выполнение условия ее

регулярности, описание которого дается ниже.
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Обозначим через La(t, x, щ,
-т-\ и R'?'(x, -г-] главные

части дифференциальных операторов L и R^. Для фиксиро-
фиксированной точки (s, у) ^ Г заменим в Ао и Р производную

ч7 на ^ и дифференциальный вектор — = (.—, ...,-s—) на
ot ox \c'-Jt"i oxn\

г(т-(-уг), где т— вектор, касательный к S в точке j/, и v —

единичный вектор нормали к 5 в точке у. Составим прямо-

прямоугольную матрицу с pN строками и с 2pN столбцами

\
с+

х = г, г];;;; |р
где С+ — положительно ориентированный контур, лежащий
в верхней полуплоскости комплексной плоскости z и охваты-

охватывающий все лежащие там корни уравнения

det Z.o (s, у, q, h -\- Щ= 0,

Смешанная задача называется регулярной, если для любой

точки (s, j/) ^ Г, любого вектора т с длиной | т | ^ 1 и для

любого комплексного q, удовлетворяющего неравенству

Re<?^> — 8t (O<^8!<^8, 8 — число, определяемое условием

параболичности системы F.43)), ранг матрицы D равен pN.
Поясним смысл условия регулярности. В полуслое, огра-

ограниченном плоскостью, касательной к Г в точке (s,y), плоско-

плоскостями ? = 0 и t= T и содержащем область Q, будем решать

смешанную задачу для системы

д д
У' 61' дх-

при начальном условии F.47) и краевых условиях

Условие регулярности смешанной задачи для цилиндра Q
является следствием требования регулярной разрешимости
всех таких смешанных задач для произвольной точки (s, у) ^ Г.

При выполнении условия согласования начального и крае-

краевых условий

^015=^@, x)\s (n=l, 2,...,/>)
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регулярная смешанная задача однозначно разрешима. Решение

представляется в форме

р t

и (t, х) = 2 \ ds ^ 0^ (t, х; s, у) р^ (.9, у) dSr
(j. = 1 О S

где Gp.(t, x; s, у) — регулярные при (t, x) Ф (s,y) матричные

решения системы F.43), удовлетворяющие для каждой
точки z ^ S краевым условиям

lim Rt \ ds 5 О,,, (t, x; s, у) dSy=

slRtQ^t, z; s, y)dSy, F.49)
0 5

8^ — символ Кронекера и p^ (s, у)
— непрерывные вектор-

функции. Из F.48) и F,49) следует, что вектор-функции p^t, x)
должны удовлетворять системе интегральных уравнений

р /

= <k(t, x) A=1, 2,...,р). F.50)

Ядра системы F.50) таковы, что к ним применима теория

Вольтерра, и в смысле разрешимости эта система ведет себя,
как система интегральных уравнений типа Вольтерра: к ней

применим метод последовательных приближений.

§ 9. Теория потенциала для одного

параболического уравнения второго порядка

Для параболического уравнения второго порядка можно

построить теорию потенциала, во многом аналогичную теорий
потенциала для уравнения Лапласа (см. гл. III, § 8).

Рассмотрим в слое [О, Т\ однородное параболическое

уравнение

Ш
= 2 аЧ V' Х) д?щ+ 2 bi V' Х) Щ +

с ^ *) "•

F.51)
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Будем считать, что коэффициенты этого уравнения огра-
ограничены и удовлетворяют условию Гёльдера по х, а старшие

коэффициенты, кроме того, удовлетворяют условию Гёльдера
также по t и непрерывно дифференцируемы по xv x2,..., xn.

Пусть D— конечная или бесконечная (не обязательно

выпуклая) область пространства Еп, ограниченная поверхностью
типа Ляпунова 5.

Положим для (s,
n

Р« = У cos

Исходным пунктом в теории потенциала для параболиче-
параболических уравнений является следующая формула:

\ds\PU(t, x; s, y)dSy= v.
— \ U(t, x; s, y)dy —

0
5 D

t

-\ds\ U{t, x; s, у) с (я, у) dy, F.52)

0
5 D

где

A
при х E Д

у при х ? 5,
О при

Формула F.52) вполне аналогична известной формуле
Гаусса из теории потенциала для уравнения Лапласа.

Далее, имеем при t~^

PU(t,x;s,y) =

~\0(t, х; s,y) ]-^Е~ cos (?> х-У) +#С *; 8>У)> F-53)

причем для функций U(t,x; s,y) и H(t,x; s,y) справедливы
оценки

\U(t,x; *,j>)K—

)
2

F.54)
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Пусть функция р (s, у) определена и непрерывна на Г.

Положим

v(t, x) = U{t, х; s,у)р(s,у)dSy,

w (t, х) = > x' ) У> dSr

Функции v(t, x) и w{t, x) называются соответственно пара-
параболическими потенциалами простого и двойного слоя с

плотностью р (s, у).
Из формулы F.52) вытекает, что для любой точки z ^ S

lim Px v (t, х) = qr \ p (t, z) + Pzv (t, z),

lim w (t, x) = ± -s p (^, 2) -f- «> (^, г)
F.55)

.—2{2зг>»*>*>-»-»^}><

причем верхний знак относится к случаю, когда х -> 2 изнут-
изнутри Д а нижний знак — к случаю, когда х -*¦ z со стороны
внешности D.

Формулы F.55) позволяют сводить к интегральным урав-
уравнениям типа F.50) решение смешанных задач для уравнения

F.51) с нулевым начальным условием и краевыми условиями
вида

Ри + аи\т = */Ц, х) F.56)
или

и|г = ф(*, х). F.57)

При этом в случае краевого условия F.56) решение нужно

разыскивать в форме потенциала простого слоя, а в случае

краевого условия F.57) — в форме потенциала двойного слоя.

Получающиеся при этом интегральные уравнения, в силу
соотношений F.53) и F.54), имеют слабо полярные ядра.

Поэтому процесс последовательных приближений для них

сходится.
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§10. Свойства решений параболических
систем

Отметим некоторые общие свойства решений параболи-
параболических систем.

1) Регулярное решение параболической системы, коэффи-
коэффициенты и правая часть которого суть аналитические функции
переменных хи.,., хп, само аналитично относительно этих

переменных. Относительно переменной t такое предложение,
вообще говоря, неверно.

2) Регулярное решение параболической системы с беско-

бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и правой частью

бесконечно дифференцируемо.
3) Заданная в полупространстве t^O пространства Еп+1

параболическая система называется лиувиллевой, если любое

ограниченное регулярное решение соответствующей однород-
однородной системы есть постоянный вектор.

Например, параболическая система вида

с постоянными коэффициентами является лиувиллевой.
4) Вектор-функция u = u(t, х), суммируемая в области

Q, называется обобщенным решением в этой области парабо-
параболической системы F.40), если для любой регулярной вектор-
функции v = v(t, x), равной нулю вне некоторой подобласти

области Q, справедливо равенство

\ (и, L*v) dtdx = \ (/, v) dt dx.
Q Q

Здесь (и, v) означает скалярное произведение векторов

и и v.

Всякое регулярное решение параболической системы с

непрерывной правой частью и непрерывными коэффициентами
является также ее обобщенным решением. Если коэффициенты
системы F.40) и ей сопряженной системы F.42) удовлетво-

удовлетворяют условиям 1) и 2) § 1, а вектор-функция f(t, x) удов-
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летворяет по х условию Гёльдера, то справедливо и обрат-
обратное предложение: всякое обобщенное решение параболиче-
параболической системы является ее регулярным решением.

5) Для решений однородного Лараболического уравнения
вида F.51) с с(t, x)^0 справедлив принцип максимума

(минимума): регулярное и отличное от постоянной в цилинд-

цилиндре Q = [0, Т] X D решение этого уравнения не может при-

принимать свое наибольшее (наименьшее) значение внутри ци-

цилиндра или на его верхнем основании.



ГЛАВА VII

ВЫРОЖДАЮЩИЕСЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ

И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Задача Коши для гиперболических уравнений
с двумя независимыми переменными

и с начальными данными на линии параболичности

1. Теорема существования и единственности. Рассмот-

Рассмотрим уравнение

чд2и дги , , . ди ,

(х, у)и =/(*, у), G.1)

где h(x, j/)>0, K@)= 0 и К(у)>0 при j>
Уравнение G.1) в полуплоскости у^>0 принадлежит к

гиперболическому типу с параболическим вырождением вдоль

прямой у = 0.

Пусть D — область, ограниченная отрезком [хъ ха] оси х

и характеристиками 1Х и /2 уравнения G,1), выходящими

соотпетственио из точек А\ {хъ 0) и Л2 (хъ 0) и пересекаю-
пересекающимися в точке С.

Теорема 1.1 [26]. Пусть: 1) функция h(x, y)^>0
имеет непрерывные производные до второго порядка в

замкнутой области D',
2) К (у)—непрерывная и монотонно возрастающая функ-

функция, причем /С@) = 0;
3) а (х, у), Ъ (х, у), с (х, у) и f(x, у) непрерывны и

имеют непрерывные производные второго порядка по х

в Ъ;
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,-о VK(y)
_

Тогда существует единственное непрерывное в D реше-
решение уравнения G.1), имеющее непрерывные производные
второго порядка в D, удовлетворяющее начальным данным

о= '(¦*)> jj V= 0
G.2)

где z (х) и v (х) — заданные функции, имеющие производ-
производные третьего порядка, удовлетворяющие условию Липшица.

Решение непрерывно зависит от начальных данных, т. е.

задача Коши G.1), G.2) корректна.
Если условие 4) теоремы 1.1 не выполнено, то задача

Коши для уравнения G.1) с начальными данными G.2) на

линии параболического вырождения, вообще говоря, может

оказаться некорректной.

2. Случай К{у)=ут (от>0):

т, , .д2и д2и , - .ди , , - \ди , , .

У А (¦*» У) -gp
—

-д^-\-а(х> У) s^ +
b (х> У) ^+

с (¦*> У)« =

=f(x,y). G.3)

Условие 4) теоремы 1.1 в этом случае принимает следующий
вид:

I ——

lim у

~

2
а (х, у) = 0. G.4)

о

При 0<^т<^2 задача Коши для уравнения G.3) с на-

начальными данными G.2) поставлена корректно, так как

условие G.4) выполнено для любой ограниченной функции
а (х, у). При /я Ss 2 и при невыполнении условия G.4) задача

Коши, вообще говоря, может оказаться некорректной [3], [21],
[22]. При т=2 задача Коши корректна, если \а(х, 0)|<^
<2 [25].

Приведенный ниже пример показывает, что для коррект-

корректности задачи Коши для уравнения G.3) с начальными дан-

данными G.2) на линии параболического вырождения условие
G.4) не является необходимым.
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Пример 1. Рассмотрим уравнение

тд2и д2и , ¦»¦—' диди п

f <Гх=°'

где т ^ 2, а -ф 0 — вещественные числа.

Легко видно, что условие G.4) не выполняется.

При |а|<^у решение уравнения G.5), удовлетворяющее
начальным данным G.2), существует и дается формулой

и(х,у) =

т+2

¦"(l—t)-?dt, G.6)
л

где

т — 2а „ т-\-2а

Это решение единственно и непрерывно зависит от началь-

начальных данных. Таким образом, при | а | <^ ~ задача Коши для

уравнения G.5) с начальными данными G.2) на линии пара-
боличности корректна.

3. Задача Коши с начальными данными на линии па-

раболичности, являющейся одновременно характеристикой.
Пусть дано уравнение

т д2 и д% и , , . 'ди , , - . ди.

G.7)

гиперболическое в полуплоскости ^
Его характеристики, ветви семейства парабол

=х
—

.j—^У
2 = const, 7i = x+2——у 2= const,

G 8)
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имеют своей огибающей ось^
— параболическую линию урав-

уравнения G.7). Таким образом, у = 0 — линия параболического
вырождения уравнения G.7) — является одновременно его

характеристикой. Это обстоятельство существенно отличает

уравнение G.7) от уравнения G.1). Поведение решения урав-
уравнения G.7) в окрестности линии параболического вырождения

зависит от коэффициента Ъ (х, у) при производной ^-
и по-

показателя т. Решение и (х, у) уравнения G.7) и его производ-

производная
g- могут, вообще говоря, обращаться в бесконечность

на параболической линии. Поэтому для уравнения G.7), кроме
обычной задачи Коши с начальными данными на линии пара-
параболического вырождения, которая может оказаться неразре-

неразрешимой, естественно исследовать задачу с видоизмененными
начальными данными:

....... -

„v
... G-9)

y-*0 y-t-0 "У

где

lim <p (x, y) = 0, lim <|* (x, _y) = 0.

Пусть D — область, ограниченная отрезком [хь х2] оси

х и характеристиками 1Х и /8 уравнения G.7), выходящими

соответственно из точек А^ (хь 0), Аг (хг, 0) и пересекаю-
пересекающимися в точке С.

Теорема 1.2. Если коэффициенты и свободный член

уравнения G.7) непрерывны и имеют непрерывные первые

производные по х в замкнутой области D и если 0<^т<^\,
то существует единственное непрерывное в D решение

уравнения G.7), имеющее непрерывные производные второго

порядка в D, удовлетворяющее начальным данным

|, G.10)

где т (х) и ч (х) имеют непрерывные производные до третье-
го порядка включительно.

Решение задами Коши G.7), G.10) непрерывно зависит от

начальных данных.



220 ГЛ. VII. ВЫРОЖДАЮЩИЕСЯ УРАВНЕНИЯ [3

Теорема 1.3. Пусть: 1) коэффициенты уравнения G.7)
непрерывны и имеют непрерывные производные первого

порядка по х в замкнутой области D;
2) У"тb{х, у) = Ь(х, у), 8(х, у)-*-0 при у-*0 равно-

равномерно относительно х;
т

3) f(x, у)=у2 <|* (х, у), где ф(х, у) непрерывна и имеет

непрерывную первую производную по х в D.

Тогда существует единственное непрерывное в D ре-
решение уравнения G.7), имеющее непрерывные производные
второго порядка в D и удовлетворяющее начальным дан-

данным

«Ь=о=О, | .,_

=0. G.11)

Теорема 1.4. Пусть коэффициенты и свободный
член уравнения G.7) удовлетворяют следующим условиям:

1) а(х, у), с(х, у) и f(x, у) непрерывны и имеют не-

непрерывные производные первого порядка по х в замкнутой
области D;

2) Ь (х, у) =ут'1 [а +у*-т h (х, у)], а = const, m - 1<
<^а<4 при 1 ==?/я<^2, 0<^а<Ч при 0<^т<^ 1, a bl(x,y)
непрерывна и имеет непрерывную первую производную по

х в D.

Тогда существует единственное непрерывное в D ре-
решение уравнения G.7), имеющее непрерывные производные
второго порядка в области D и удовлетворяющее началь-

начальным данным

где t (x) и ~*\ (х) имеют непрерывные производные до треть-
третьего порядка включительно.

Решение задачи Коши G.7), G.12) непрерывно зависит

от начальных данных.

Пример 2. Рассмотрим уравнение
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где а — постоянная. Решение уравнения G.13), удовлетво-

удовлетворяющее начальным данным G.12), дается формулами:
т

при -2 <«
2-т

(
2-т

X

при т — Г

а(х,у) =

т

1—т

Ъ—т

г

Т

г

Т+ 2

2—m

m
при а = -if

I 2

2—m

2—m
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4. Метод Римана. Для решения задачи Коши для урав-
уравнений G.3) и G.7) с начальными данными на линии парабо-
личности можно применить метод Римана [1], [5], [19] (см.
также гл. II).

Пример 3. Найти в полуплоскости у^> 0 решение урав-
уравнения

удовлетворяющее начальным данным

'У ~ \ )>
fry v__

= ч(х\ G.15)

где х (х) и v (х) — дважды непрерывно дифференцируемые
функции.

Уравнение G.14) в характеристических координатах

1+1 о т+2
2

^=х+иггУ
2

приводится к уравнению Эйлера — Дарбу

д'и р (ди ди\() а
т

GЛ7)

Начальные условия G.15) принимают вид

Km н($, Ti) = x(l),
ч-Е-о

Для уравнения G.17) функция Римана известна:

lV^!P, Р; 1; «X G.19)

где Z7 — гипергеометрическая функция и

a=jj-€.HTff. G.20)

Обозначим через D область, ограниченную отрезком РХР9

прямой tj=:E-|-s (s^>0) и характеристиками PPt: $ = ?0
и РРг: T) = 7i0.
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Согласно формуле Римана имеем:

По— i

+ Т J E-t)»* C7J»)
So

Принимая во внимание G.18), из формулы G.21) в пре-

пределе при s -> 0 получим:

И (to, loJ —

-2р) Гч(?И?
—э> J (ч.-е)Р(е-е.)е

' *¦ '• j

Возвращаясь к старым переменным (х, у), окончательно

будем иметь:

и(х, у)=

G.23)

§ 2. Задача Коши для гиперболических уравнений,
вырождающихся на начальной плоскости

1. Рассмотрим уравнение
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х^(хъ ..., хл), гиперболическое в полупространстве

Будем уравнение G.24) называть гиперболическим уравне-
уравнением, вырождающимся на начальной плоскости, если при

^ = 0 хотя бы одно из собственных чисел матрицы || а,у- (х, t)']
обращается в нуль.

Для уравнения G.24) рассмотрим задачу Коши с началь-

начальными данными [12]

,-0
= То (*), G.25)

Предположим, что выходящий из точки 7И0 {х\, ..., х°„, t°)
^ характеристический коноид уравнения G.24) регу-

регулярен вплоть до плоскости (= 0 и вырезает из нее я-мер-

ную область В, так что боковая поверхность 5 коноида

вместе с областью В ограничивает в (п-\- 1)-мерном про-

пространстве некоторую конусообразную область D. Обозначим

через В (t{) сечение D плоскостью t = tb где 0 <^ tt <^ t",
а через Д,<, — часть D, заключенную между плоскостями

t = ti, t = t3, и положим Dt = D<,t.
Теорема 2.1. Пусть: 1) ait (x, t) имеют непрерывные

~2~
N- 5 в Dt; bt (x, t), с (х, t)

и f(x, f) имеют непрерывные производные до порядка

[-?г- 4- 4 в D,; из них производные вида —-. г—

2 J дх\' ... dxkn
(k= 0, 1, ,.,, п-\-2) ограничены в Dt, и f(x, t) непрерывна
в Д;

2) начальные данные <р0 (х) и <pt (x) имеют непрерывные

производные до порядка \-~ \-\- 6 в В.

Пусть, далее, существует возрастающая непрерывно
дифференцируемая функция р(t), 0<^p(t)^. inf p(x, t),

?B(t)
где р (х, t) — наименьшее собственное число матрицы

\\aij(x> 01!- Допустим еще, что любому достаточно ма-

малому 8^>0 можно привести в соответствие такое

, что в области Drm квадратичная форма

2 <7-26>
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неположительна. Тогда, если

\_

^T-^gt-, G.27)

где g^> 0, о^>0 — постоянные, то существует единст-

единственное решение и(х, t) задачи Коши G.24), G.25), имеющее

непрерывные вторые производные в D , где т)^>0 доста-

достаточно мало.

Задача Коши корректна.
Не ограничивая общности, можно считать <ро(;е) = <р1 (х)= 0.

Пусть м, есть решение следующей задачи Коши: и, удовле-

удовлетворяет уравнению G.24) в Dtl и при ^ —е^>0 — одно-

однородным начальным условиям. Решение и(х, f) задачи Коши

для уравнения G.24) с начальными данными

«|н= 0, «<1<-о = О G.28)

получается как предел последовательности иЕ (х, t), равно-

равномерно сходящейся вместе с производными до второго по-

порядка внутри Dv
Теорема 2.2. Пусть выполнены сформулированные

в теореме 2.1 ограничения на гладкость коэффициентов,
на правую часть уравнения G.24) и на начальные дан-

данные G.25). Пусть, далее, существует возрастающая функ-
функция р @, 0 <^ р (t) t=? inf p (x, t), имеющая монотонную

?B(t)?()

производную, и выполнено неравенство G.26). Тогда, если

для всех достаточно малых Х^>0

где т, М (к) — положительные постоянные, и

то существует единственное решение и(х, t) задачи

Коши G.24), G.25), имеющее непрерывные производные
в Dv где ti^>0 достаточно мало.

Задача Коши корректна до порядка B, \? \
8 В. М. Бабич и др.

-
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2. Рассмотрим гиперболическое уравнение, вырождаю-
вырождающееся при ^ = 0:

i, У- 1

я

-j- /, t>i(x> t)-* rc(x> t)u=f(x, t), G.29)
i=i

Xi

где /C@)= 0 и /Г@>0 при ^>0, x= (xt xn), коэф-
коэффициенты atj (x, t) (а{1 = uj;), b;, с и свободный член /

определены в некоторой замкнутой области D полупро-
полупространства t^> 0, прилегающей к области В на плоскости

_

Пусть в D имеет место

2 2
/,у=1 1=1

Для уравнения G.29) ставится задача Коши с начальными

данными

Теорема 2.3 [2]. Пусть: 1) K(t) — функция, непре-

непрерывная вместе с производными до порядка I -^ М- 6 при

^ 0; я/7н малых t

cytm < /С@< с2Г, сз^ < А" @< Q^ .

гйе сг 0 = 1, 2, 3, 4) — некоторые положительные посто-

постоянные, т^>0 — вещественное кисло;

2) коэффициенты пц{х, t) имеют непрерывные произ-

производные до порядка \-^- -)-6 в D; bt{x, t), c(x, t) и f(x, t)

имеют непрерывные производные до порядка 1-^- М- 5 в D;

3) начальные данные <р0 (х) н <pi (x) имеют непрерывные

производные до порядка \-j-\-\-7 в В-
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Тогда, если 0<^яг<^1, то существует единственное

решение и(х, t) задачи Коши G.29), G.31), имеющее непре-

непрерывные вторые производные по пространственным коор-
координатам при t^zO и по времени при t^>0. При t = 0

непрерывно выражение Kif)
Задача Коши корректна.

При 1^/я<^2 задача Коши для уравнения G.29) с на-

начальными данными G.31), вообще говоря, может оказаться

некорректной.

§ 3. Смешанная задача для гиперболических уравнений,
вырождающихся на начальной плоскости

1. Постановка задачи. Определение обобщенного реше-
решения. Пусть в цилиндрической области Q=D\@<^t<^T),
где D — конечная область в я-мерном евклидовом простран-
пространстве Еп, с границей Г дано гиперболическое уравнение, вы-

вырождающееся при ^ = 0 [14]:
п

д2и

dt3

ih+с
где х == \Xi v I д-j ^^а• •

Я п

Zj aij(X, t)K;Kj^C t 2j4, G.66)

cs, m — положительные постоянные.

Для уравнения G.32) ставится смешанная задача: опреде-

определить в цилиндре Q решение этого уравнения, удовлетворяю-
удовлетворяющее однородному граничному условию

н!г = 0 при * ?[0, Т] G.34)

и начальным данным

= 0. G.35)—

dt (-0
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Обозначим через 2 многообразие всех непрерывных в Q
функций и (х, t), имеющих непрерывные первые и ограничен-

ограниченные вторые производные и обращающихся в нуль в гранич-
граничной полоске (своей для каждой функции) цилиндрической
области Q, исключая верхнее основание. Введем в этом много-

многообразии скалярное произведение по формуле

я

ди dv , 1 V ди dv \ , ,,

+ 1 дх) Щ)dx dt

Замыкая Q в метрике G.36), получим многообразие 2
функций, имеющих обобщенные первые производные по xt
и t в любой области Q" = Q p] (t ^ S), принимающих в сред-
среднем нулевые граничные значения и обращающихся в среднем
в пуль при t = 0.

Под решением (обобщенным) смешанной задачи будем

понимать такую функцию и (х, f) ? Q, что для любой функ-
t

ции v{x, t) вида v(x, t) = ^w(x, xjcfx, где функция w{x, t)
т

такова, что

Q 1

выполняется интегральное тождество

ди dv

2 а'^(х'
i, j— 1

\{ 1 h*]=V,vl .G.37)

Здесь и б дальнейшем [и, <})] = \\ ср'^rfxc?f.
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2. Существование и единственность обобщенного ре-
решения.

Теорема 3.1. Пусть: 1) aij{x,t) непрерывны в Q
и имеют ограниченные первые производные по t при t^>0;

2) bt (x, t), ч-- непрерывны в QC\(t^ty (§ — любое по-

положительное число), причем в окрестности t = 0 Ъг (х, t) =

=O(t'2'~^(t)), ^ = О(^"'р@) для каждого х ? D, где

0-*0 при t-^-6;
3) с(х, t) непрерывна в Q C\(t^b), причем с(х, t) =
O(t° 0 <
Пусть, далее,

о»+ад «у -1 -w) *ь ^^т 21! G-38)

([л2, So — положительные постоянные).
Тогда, если f(x, t) имеет конечный интеграл

t

то обобщенное решение и (х, t) смешанной задачи для

уравнения G.32) существует, причем для и (х, t) справед-
справедлива оценка

д±

Если, кроме того,

У. Uau +t-wYb^cW*^, G-40)
7^

/ио обобщенное решение единственно в классе функций
и(х, oGa

Условия G.38) и G.40) носят характер ограничений на

поведение коэффициентов au(x,t) при ^->-0. Условия 2),
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в частности, означают, что bt(x, t) при 0<^т<^2 могут
быть неограниченными при t-*¦(), а при т^2 должны стре-

стремиться к нулю.

3. Дифференциальные свойства решения.
Теорема 3.2. Пусть: 1) atj{x,t) непрерывны в Q

и имеют ограниченные производные -g-У- при t^>0;

2) bt (х, t), с (х, t) непрерывны, вместе со своими пер-

первыми производными по t в Q, причем при т75?2

= 1,2,2,

3) f(x, 0)=fi(x, 0) = ...=//lml+V, 0) = 0.

Пусть, далее,

2(J

2 (S*-<?)

e"?'*> (й=2'3)- G-43)

существуют j~ A= 1, 2, ..., я) н

с квадратом по Q, г.рачем справедлива
оценка

T—t д*и д3и"| , Г Т—1_\j~l^, 2 (стП

где 0<80<[/и]4-1 — m.

Имеют место аналогичные оценки для норм производных

по t более высокого порядка от решения и (х, t) смешанной

задачи.
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Теорема 3.3. Пусть: 1) и(х, t)—решение смешанной

задачи, допускающее производные вида -~^, д^-Д—
A=1, 2, ..., р; i= 1, 2, ..., я), причем они имеют конеч-

конечную норму по любой области Q5 (8 ^> 0) *);
2) коэффициенты al}-(x, t) имеют в Qb непрерывные

дчдац
производные вида

^-^ frx~- (r s^p, k<^p — 1, q =

3) bt(x, t) и с (х, t) имеют в Qb непрерывные производ-
производные вида

a f(x, i) допускает производные вида

суммируемые в квадрате внутри Q. Тогда решение и (х, f)
имеет внутри Q все производные до р-го порядка, причем
справедлива оценка

Ч=Р

Пользуясь теоремами вложения С. Л. Соболева [18], мож-

можно сформулировать достаточные условия на коэффициенты урав-
уравнения G.32) и на начальные и граничные значения, при кото-

которых все производные решения и(х, t), входящие в уравнение

G.32), существуют и непрерывны в Q8 при любом ^

*) Qb — область, состоящая из точек (х, t) ? Q, отстоящих от

боковой поверхности цилиндра и от < = 0 на расстоянии больше 8,
»0

**) Через || ||' обозначена норма по области Qit через || ||" —

по ??28.
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Пусть, например, в уравнении G.32) коэффициенты

аг]-{х, t) непрерывны в Q и имеют ограниченные производные

ПРИ tj>0; bi(x, t), c(x, t) непрерывны в Q

и имеют ограниченные производные по t в Q до порядка
« + ! I о

—к— включительно, причем при т^2

и

, 0)=//(х, 0) = ...=

J;(x, 0) = 0.

Пусть, далее, выполнены условия G.41) — G.43) и им

аналогичные, вплоть до условия

2 грт 2
.-, У-1 dt4+L~2-J i. У-l

Тогда существуют производные

суммируемые с квадратом по Q вплоть до ^= 0.

Если, кроме того, аг]- (х, t) допускают в Q5 непрерывные

^^ ( ^\производные вида \, Ьг{х,г)

и с (х, t) имеют в Q5 непрерывные производные вида
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допускает производные вида

^.. дх, ([J'<2 + |iiT^])' a свобоДный член /(х, О
'

(ц<2
то решение и(х, t) имеет внутри Q все производные до

я

C-f- —2— 1-го порядка, суммируемые с квадратом.

При этом ¦<-, -з-—^— t -КГ5ГГ непрерывны в Q, т. е. обоб-

обобщенное решение смешанной задачи "будет классическим ре-

решением.

Смешанная задача для уравнения G.32) с неоднородными
начальными и граничными условиями сводится к рассмотрен-

рассмотренному случаю однородных условий.

4. Рассмотрим теперь уравнение

fci + 'l*' 0«=/U 0- G.45)
г = 1

где АГ(О) = О и /Г(9>0 при ^>0; х= (хь ..., хл). Коэф-
Коэффициенты а,-у(х, 0 (aij=ajt), bt{x, t), c(x, t) и свободный
член /(х, ^) определены в цилиндрической области Q =

в Q

2 S
i, y=l i = l

Для уравнения G.45) ставится смешанная задача, сформу-
сформулированная в п. 1 настоящего параграфа.

Теорема 3.4 [3]. Пусть: 1) K{t) — функция, непре-
непрерывная вместе со своей производной при t^>0\ при ма-

малых t

Сit =S= A \t) ^ C<jl , С%1

где c{ (i=l, 2, 3, 4) — некоторые положительные по-

постоянные, m^>0 — вещественное число;
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2) коэффициенты atj- (x, t), b: (x, t), с (х, t) непрерывны
в Q, свободный член f(x, t) непрерывно дифференцируем.

Тогда, если 0<^/я<^1, существует обобщенное реше-
решение смешанной задачи, имеющее суммируемые с квадратом
первые производные.

Если, кроме того, atJ-(x, t) имеют ограниченные про-
производные второго порядка по пространственным коорди-
координатам xlt ..., хп, bt (x, t) имеют ограниченные производ-

производные вида -к-1 в Q, то обобщенное решение единственно.
ОХ|

§ 4. Смешанная задача для гиперболических уравнений,
вырождающихся на части боковой границы области

1. Постановка задачи. Пусть в цилиндрической области

Q= DX@<C^<C?} дано гиперболическое уравнение

д*и х д I
, ^ди

Будем предполагать, что конечная область DcziEn располо-
расположена в полупространстве хп ^> 0 и примыкает частью Го
своей границы Г к плоскости х„ = 0. Остальную часть гра-

границы обозначим через Гу, Го (J 1\ = Г. Предполагаем, что

граница Г\ такова, что для нее имеют место теоремы вложе-

вложения С. Л. Соболева. Предположим, что функции а,-у(х, t)
непрерывны в Q и для любой точки (х, t) ? Q и любых

л

чисел ?;, У] ??"^>0,

2а аи(х, 0М/>0. G.47)
*. у -= 1

а для точек (х, t) ^ 50= Го X (° < * < Т)
п

?j U[j [X, 1) ?(W z^- vJ, \i .TOj
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причем ранг последней квадратичной формы sgin—1. Будем
предполагать, что для любых ?г

О ^ x^n «g c\ <S au (х, t) Ifij равномерно по t, G.49)

а также

Ле™ гс: апп (х, t) «g С?х™ равномерно по t G.50)

Пусть 2 — многообразие всех непрерывных в Q функций,
имеющих ограниченные кусочно непрерывные вторые произ-

производные по t и вторые смешанные производные по t и х; и

обращающихся в нуль в некоторой (своей для каждой функ-
функции) граничной полоске цилиндра Q, исключая верхнее осно-

основание. Введем обозначение

Многообразие, составленное из элементов G^u, где н^2, обо-

обозначим через R, Введем в R скалярное произведение по

формуле

\л^аж~\- / аи (х, 0 л—л7а—лт \dxdt. G.51)
Q I / 1Q I, /= 1

Пусть R — замыкание R в метрике G.51). Многообразие
всех функций и(х, t), полученных в результате замыкания

R, обозначим через 2,

Метрика G.51) обеспечивает сохранение нулевых началь-

начальных условий, а при 0<^/и<^1 и нулевых граничных значе-

значений; при т :э= 1 на 50 нулевые граничные значения не сохра-

сохраняются (см. [8]). Для ^-, а следовательно (в силу нулевых

начальных условий), и для и(х, t) справедливо следующее:
если выполнены неравенства G,49), то

a(x)(~\2dxdt^cl{G2u, О2и\, G.52)
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где Cq не зависит or u(x, t), о(х)— достаточно гладкая функ-
функция, о (х) ^> 0 для (х, t) с хп ^> 0 и

(OCx^llnxJ-1-6») для тф\,
о (х) = { (е0 > 0).

[0(^'|1|-2-ео) для /И=1

Для уравнения G.46) ставится смешанная задача: найти

в цилиндре Q решение гг(х, t) этого уравнения, удовлетво-
удовлетворяющее при ^ = 0 однородным начальным условиям

= — =0
= о dt t = о

и принимающее на Б1 = Г1 X @<С ^<С Т) нулевые граничные

значения; далее, на Б0 = Г0 X @ <С^<С "П ПРИ 0<^/и<^1 за-

задаются нулевые граничные значения, а при т^\Вй от зада-

задания граничных значений функции и(х, t) освобождается.

Под обобщенным решением смешанной задачи будем
понимать функцию и (х, t) ? Q, удовлетворяющую интеграль-

интегральному тождеству
п

да dv \ .д2и 1

W
V

для любой функции v(x, t), обращающейся в нуль на

вблизи Во, для которой

И [' + 2 (&)
Q 1
И
Q

2. Существование и единственность обобщенного ре-
решения.

Теорема 4.1 [14]. Пусть: 1) функции ai}(x,t) непре-
непрерывны и имеют ограниченные третьи производные по t

в Q, причем
п п

У l?№<'I 2 а'Лх>№> (*= 1,2,3) G.54)
<-.~i г. y^=i
равномерно по t и х;
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2) Ъг (х, t), с (х, t) непрерывны вместе с первыми про-
производными по t в Q и f(x, t), ft (x, t) ^ Ц (Q).

Пусть, далее, выполнены условия G.49), G.50) и, кроме

того,
л

2 ЬЦх, t)\\^c\ 2 аи(х, 0 My. G-55)

G-56)

Тогда 'обобщенное решение смешанной задачи суще-

существует и единственно в классе функций и (х, t) (^ Q.
Условия G,55), G.56) означают, что коэффициенты Ьг (х, t)

обращаются в нуль на Во и что, в частности, Ъп (х, t) = O (x™/2).
Для 0<^/я<^2 можно несколько ослабить требование на

коэффициенты Ьг (х, t). Так, например, в случае я=1 bn (x, t) =
11 (eo>O).

3. Некоторые частные случаи вырождения. Рассмотрим

случай, когда смешанная задача для уравнения G.46) оказы-

оказывается разрешимой и при несоблюдении условия G.55). Пусть
в прямоугольнике Q@<^x<^l, 0<^<^7") дано гиперболи-
гиперболическое уравнение

д-и д I ди\ , , , ди , , ,. ди , , ..

=/(х, t), G.57)
где а = const>0, b{x)~^f >0.

Пусть Q — множество всех непрерывных в Q функций,
имеющих ограниченные кусочно непрерывные вторые произ-

производные по t и вторые смешанные производные по х и t и

обращающихся в нуль в граничной полоске прямоугольника Q

(исключая верхнее основание). Введем на этом множестве

скалярное произведение по формуле

Q

Замыкание 2 в метрике G.58) обозначим через 2. Метрика

G.58) обеспечивает сохранение нулевых начальных условий и
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при х=1—нулевых граничных условий. Из теоремы вло-

вложения для пространства функций с вырождающейся метри-
метрикой [8] имеем:

:су {и, и} (ео^>О). G.59)

Отсюда, учитывая нулевое начальное значение н(х, t), полу-
получаем:

Гх а | In х | -1
-

Е°
и, и Lg c2 { и, и}. G.60)

Из оценки G.60) видно, что функции и(х, t) могут неогра-
неограниченно расти при х -*• 0, причем скорость их роста зависит

от величины отношения ——+. Чем больше это отношение, тем

более широкий класс функций оказывается допустимым.
Смешанная задача длл уравнения G.57) ставится так:

найти в Q решение н(х, t) уравнения G.57), обращающееся
в нуль при х=1 и принимающее при ^= 0 нулевые началь-

: К7 =0. На границе х= 0 никаких

граничных условий не задается.

Теорема 4.2. Пусть функции b (х), е (х, t), с (х, f)

непрерывны в Q и имеют ограниченные первые производ-
производные по ( в Q, причем b (х) Зг р2 > 0 и \Ь{х) — b @) |<^ Мхл,

а^у. Пусть, далее, /(х, f), fi(x, t) суммируемы с квад-

6@)

ратом с весом х
а по Q. Тогда обобщенное решение сме-

смешанной задачи для уравнения G.57) существует и един-

единственно в классе функций и (х, t) ? 2,

Замечание. Если коэффициент при ,- положителен и

правая часть fix, t) уравнения G,57) такова, что /(х, t) и

6@)

ft (x, t) суммируемы с квадратом с весом х а по Q, то

обобщенное решение смешанной задачи существует и един-

единственно в классе функций, стремящихся к нулю при х->-0

со скоростью, определяемой величиной ——. В этом случае

и на границе х= 0 задаются нулевые граничные значения

н(х, t).

ные значения и
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§ 5. Краевые задачи для эллиптических уравнений,
вырождающихся на границе области

1. Вводные замечания. Пусть D— конечная область

я-мерного евклидова пространства. Переменную точку области D
будем обозначать через х, а ее декартовы координаты —

через (х1; ,.,, хп).
Рассмотрим дифференциальное уравнение

i, y=l
'

1=1

где Ау(Ау= Aji), Bi, С и F суть ограниченные функции

в замкнутой области D. Предположим, что коэффициенты

непрерывны в D-

Уравнение G.61) называется эллиптическим в некоторой
области, если в этой области все собственные числа матрицы

||Л^-(х)|| положительны. Пусть уравнение G.61) — эллиптиче-

эллиптическое в области D. Будем называть его вырождающимся
эллиптическим уравнением в D, если на всей границе

области D или на некоторой части этой границы хотя бы

одно из собственных чисел матрицы |Л,-у(дг)| обращается
в нуль; эту часть границы будем называть поверхностью

вырождения уравнения G,61),
В последующих пунктах этого параграфа мы приведем

основные результаты об эллиптических уравнениях, вырож-
вырождающихся на части границы области, причем линия вырож-

вырождения совпадает с отрезком прямой _у = 0.

2. Постановка краевых задач. В области D, ограничен-

ограниченной отрезком АВ= Т0 оси х и простой гладкой кривой Г,
выходящей из точек А и В и лежащей в полуплоскости у ^> О,
рассмотрим уравнение

, m dsu , д*и , , . ди
и1^У + + a{Xy)

(х, У)д^Л-с(х, У)и =/(*, у) G.62)

эллиптическое в D, вырождающееся на отрезке А В оси х.

Коэффициент с (х, у) <S 0' и m ^> О,
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Регулярным решением уравнения G.62) в области D

будем называть функцию и (х, у), имеющую непрерывные
производные до второго порядка в области D и удовлетво-

удовлетворяющую уравнению G.62) во всех точках D.

Регулярное в области D решение уравнения ?и = 0, не-

непрерывное в D, не может принимать внутри области наиболь-
наибольшее положительное значение или наименьшее отрицательное

значение.

Лемма 1. Пусть непрерывная в D функция и (х, у) удов-
удовлетворяет неравенству

1гг5г0(=<;0) (в D)

и принимает наибольшее положительное (наименьшее от-

отрицательное) значение в некоторой точке хй (^ Го. Если

значения и (х, у) на кривой Г меньше (больше), чем и (хй, 0),

lim *"(*¦»¦

у-* о "У

при условии, что этот предел существует.
Задача Дирихле, Найти в области D регулярное

решение уравнения G.62), непрерывное в замкнутой области D
и удовлетворяющее краевому условию

и |г = с? (s), и |ро = т (х),

где s — длина дуги кривой Г, отсчитываемая от точки В;
ср (s) их (х) — непрерывные заданные функции, причем х (А) =

(/ ( @
Задача N. Найти в области D регулярное решение

уравнения G.62), непрерывное в D и удовлетворяющее крае-
краевым условиям

H|r = <p(s), lim ~= ч(х) (х?Г0),
у -+Ъ "У

где ч (х) — непрерывная функция.
Задача К, Найти в области D регулярное решение

уравнения G.62), непрерывное в D и удовлетворяющее крае-
краевым условиям

+А(ху)и ) на Г,

и {X, у) =
- (х) па Го,
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где
-у производная по некоторому направлению f. обра-

образующему острый угол с внутренней нормалью п к кривой Г.

Функции А и ср и компоненты единичного вектора у удов-

удовлетворяют на Г условию Гёльдера, т (х) непрерывна при

дг0 ? Го, кроме того, А «S 0.

Единственность задачи Дирихле и задачи N легко следует
из принципа максимума и леммы 1.

В случае аналитических коэффициентов а (х, у), b (x, у)
и с (х, у) из результатов И. Н. Векуа [7] следует, что:

Теорема 5.1. Решение задачи Дирихле существует.

Теорема 5.2. Если в точках А и В направление у
составляет тупой угол с осью у, то существует един-

единственное решение задачи К.

3. Теория потенциала для уравнения

^ ^= 0. G.63)

Для уравнения G.63) можно построить теорию потенциала,

аналогичную теории потенциала для гармонических функций,
В полуплоскости у^>0 уравнение G,63) имеет два фунда-

фундаментальных решения:

<7i (х, у, х0, уо) = h {r*y- F (р, р; 2fr 1 - о), G.64)
у, хй, уй) =

LМ ('1)-р A - -У-'9 F О -Р. 1 -Р; 2 - 2р; 1 - с),

где ki и k% — постоянные, G.65)

G.66)

т
—

rf r—2(m+2)'

Нетрудно видеть, что фундаментальные решения G.64) и

G.65) удовлетворяют соответственно условиям

—~агг~
¦

„

— и> Чг \х> и> хо> У»)— и (.'-о';
оу у = о

для всех х, причем ул
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В дальнейшем будем считать

1/4 \«Р(р) _

1 / 4 \КГ*A-Р)
^i^T2J ГЭД

*« —T^W) ГB—2Э)" G'68)

Относительно кривой Г, являющейся частью границы

области D, сделаем следующие предположения: 1) функции
x(s), y(s), дающие параметрическое уравнение кривой Г,
имеют вторые производные, удовлетворяющие условию Гёль-

дера в промежутке Osgssg;/, где /— длина кривой Г;
2) в точках А и В кривая Г подходит к оси х в перпен-

перпендикулярном направлении.

Координаты переменной точки на кривой Г будем обозна-
обозначать через (?, -ц).

Рассмотрим интеграл

i

w С*. У) = \ V- (s) As ki ft 4 x> У)} ds, G.69)
о

где jx(s) — непрерывная функция в промежутке Osgs^/ и

Интеграл G.69) называется потенциалом двойного слоя

с плотностью jx (s). Очевидно, что w {x, у) есть регулярное
решение уравнения G.63) в любой области, лежащей в верх-
верхней полуплоскости, не имеющей общих точек ни с кривой Г,
ни с осью х. Как и в случае теории логарифмического по-

потенциала, можно показать существование потенциала двойного

слоя G.69) в точках кривой Г,

Теорема 5,3, Потенциал двойного слоя w (x, у) имеет

пределы при стремлении (х, у) к точке (? (s), tj (s)) ? Г

извне или изнутри, причем эти пределы различны. Если

предел значений w(x, у) изнутри обозначить через w\, a

предел извне — через we, то имеют' место формулы

1
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где

t

Щ(*) = \р@ At fa, (k @, 7j @; Е(s), ii (я))] dt =

о

г

= \K{s, t)p.(t)dt. G,72)
о

Рассмотрим теперь интеграл

i

« (х, у) = \ р (О ?, E, тс *, .у) dt, G.73)
о

где р (f) — непрерывная функция в (О, /), обращающаяся на

концах кривой Г в нуль, как ~г\т. Интеграл G.73) будем
называть потенциалом простого слоя с плотностью р (t).
Потенциал простого слоя G.73) определен во всей верхней
полуплоскости и остается непрерывным при переходе через

кривую Г. Потенциал простого слоя G.73) есть регулярное
решение уравнения G.63) в любой области, лежащей в верх-
верхней полуплоскости, не имеющей общих точек ни с кривой Г,
ни с осью х, и при беспредельном удалении точки (х, у)
стремится к нулю.

Возьмем на кривой Г произвольную точку N(s) и про-
проведем в этой точке конормаль (см. стр. 156). Рассмотрим на

этой конормали какую-нибудь точку М {х, у), не лежащую
на кривой Г, и найдем конормальную производную от потен-

потенциала простого слоя G.73):

As [v(х, у)] = {р (О AS fa, ft it x, у)] dt. G.74)
о

Интеграл G.74) существует и в том случае, когда М (х, у)
совпадает с точкой N(s).

Теорема 5.4. Для непрерывной плотности р (t) имеют
место следующие формулы:

А,[г»(х, y)]i = Iр(я) + As[v(х, у)]0,

, \ G-75)
As lv (х> У)Ъ =— -2 Р 00
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где

о
i

= \K(t, s)9(t)dt. G.76)
о

4. Функция Грина оператора Е(и). Функцией Грина
уравнения G.63) для задачи N называется функция Q(x, у;
х0' Уо)< удовлетворяющая следующим условиям: 1) внутри
области D, кроме точки (дг0, _уо)> эта функция есть регуляр-
регулярное решение уравнения G.63); 2) она удовлетворяет краевым

условиям

О(х, у; G.77)

3) она может быть представлена в виде

G(x, у; ха, ya) = ql(x, у; ха, y^)^g{x, у; ха, уй), G.78)

где g(x, у; х0, у0) — регулярное решение уравнения G.63)
везде внутри D.

В случае «нормальной» области Da, ограниченной отрез-
отрезком [0, 1] оси х и «нормальной» кривой:

функция Грина выписывается в явном виде:

Go (х, у; х9, уо) =

= qi (х, у; х0, Уо)
—DRYqJx— ^tyt Xai уо)> G.79)

1 \2 Л Л0 •)
где

т + 2

2
У»

1 =

Для произвольной области D регулярную часть функции
Грина ищем в виде потенциала двойного слоя:

i

g(x, у; х0, уо)= ^jx(t; дг0, y№)At[qi(i, rj; x, y)\dt. G.80)
о
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Принимая во внимание первую из формул G.71) и краевое

условие G.77), получим интегральное уравнение для плот-

плотности [a (s; ха, уо):
i

Н- (s; х0, у0) — 2 ^ jx (*; х0) j/0) /С (s, t) dt =

= 2?, E (я), т\(*У, x* y0). G.81)

Ядро K(s, t) имеет слабую особенность, и 1 = 2 не является

характеристическим числом. Обозначим через T(s, t; X) ре-

резольвенту*) ядра K(s, t). Тогда решение уравнения G.81)
можно записать в виде

jx (s; x0, y0) = 2G, ($ (s), 7j (s); x(

+ 4 j Г (s, *; 2) ?, (?, tj; x0, v0) df. G.82)
о

Подставляя G.82) в G.80), получим:

i

g(x, у; Х(,, уо) = 2 ^ ^i (?, Ti; -^o. J'o) Л/ [q^ (i, tj; x, _j/)] Л -)-
о

+ 4 § At [qi (I @. 4 @; *. J')] Г (s, ^; 2) ?l E (s), tj (s); x0,j;,) rf^ rfs.
oo

G.83)

Функция Грина Q(x, у; x0, _j/0) позволяет дать представ-

представление решения задачи N уравнения G.63), а именно:

1

и С*о, J^o) = — S v (х) °(А") 0; х<" -У»)dx~
о

I

— 5 Т (¦«) Л,[О(?« Т. -«о. Л)] <*& G.84)
о

Подробное исследование формулы G.84) показывает, что

для кривых Г, удовлетворяющих условиям 1) и 2) п. 3, она

является решением задачи N уравнения G.63), если ср (s) —

*) См., например, В. И. Смирно в, Курс высшей математики,
т. IV, гл. 1, п. 5, 1951.
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непрерывная функция при O^ssg;/, а функция v(jc)— непре-

непрерывная при 0<^дг<^1, при х—»0 или jc —* 1 может обра-
обращаться в бесконечность порядка меньше, чем 1 — 2j}.

Аналогично строится теория потенциала, если использовать

второе фундаментальное решение дг(х,у; хй,уй) уравнения
G,63).

Функция Грина уравнения G.63) для задачи Дирихле в

случае «нормальной» области имеет вид

Ой(х,у; ха,у0) =

= q2 (х, у; X* у,) — DtfV?a (* — у> У, *о> Jo), G.85)

и решение задачи Дирихле выражается формулой

i

dx _ f
Ж

-
-

J «P (s) ^[Go (- '„ •% Л)] rf^-

G.86)

Для произвольной области D построение функции Грина

уравнения G.63) для задачи Дирихле производится так же,

как и для задачи N.

5. Рассмотрим теперь уравнение

G.87)

в области Д расположенной в полуплоскости у^>0. Коэф-
Коэффициенты а, Ъ, с—-аналитические функции, с^О, /и^>0.
Граница 5 области D состоит из конечного числа отрезков

оси х и конечного числа кривых Г,-, лежащих в полупло-

полуплоскости у ^> 0, Совокупность кривых Tj обозначим через Г.

Каждая из кривых Гу такова, что угол, составленный каса-

касательной к ней с осью х, удовлетворяет условию Гёльдера,
Обозначим через {Pt} множество концов Г, лежащих на оси х.

Постановка краевых задач для уравнения G,87) зависит

от т и поведения коэффициента Ь(х,у) при у—>0. В одних

случаях граничные условия задаются на всей границе 5 об-

области Д в других — часть границы, совпадающей с линией
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вырождения, частично или полностью освобождается от гра-
граничных условий. Это объясняется тем, что решение и (х, у)
уравнения G.87) и его производная иу могут, вообще говоря,

обращаться в бесконечность на линии вырождения, Так, если

в окрестности прямой у = 0 не все решения уравнения G.87)
остаются ограниченными при у —»0, то задача Дирихле,
вообще говоря, не имеет решения, В этих случаях оказы-

оказывается разрешимой следующая задача Е: найти регулярное
в области D решение уравнения G.87), остающееся ограни-
ограниченным при у —>0 и принимающее заданные непрерывные
значения <р лишь на Г.

Теорема 5,5 [14], Если т<^\,то всегда существует

решение задачи Дирихле, а задача Е неопределенна.
Если т=\ и Ь(х,0)<^\, то всегда существует реше-

решение задачи Дирихле, а задача Е неопределенна. Если же

т — \ и Ь(х, 0)^1, то задача Дирихле, вообще говоря,
не имеет решения, а задача Е всегда имеет единственное

решение.
Если 1 <^т<^2 и Ь(х, 0)^0, то всегда существует

решение задачи Дирихле, а задача Е неопределенна. Если

же 1<^/и<^2 и Ь(х,0)^>0, то задача Дирихле, вообще
говоря, не имеет решения, а задача Е всегда имеет един-

единственное решение.
Если т^г2 и Ь(х,0)<^0, то задача Дирихле всегда

имеет решение, а задача Е неопределенна. Если же т ^ 2

и b {х, 0) ^ 0, то задача Дирихле не всегда имеет реше-
решение, а задача Е всегда имеет единственное решение.

Пусть теперь на 5 задаются граничные условия:

^ + А(х,у)и= <?(х,у) на Г, G.88)

и(х, 0) = т(х) на ?\Г\{Рг}. G,89)

~ ди
Здесь ч производная по некоторому направлению ¦[¦>

образующему острый угол с внутренней нормалью п к гра-
границе Г. Функции Л, (f и компоненты единичного вектора у

удовлетворяют на Г -f- {Pt} условиям Гёльдера, т (х) непре-

непрерывна на 5\Г, кроме того, Л<0 и max A (Q) -4-
чег+(Р>

+ max C(Q!)<0.
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Если в уравнении G.87) т и Ь(х,у) таковы, что для

области D всегда разрешима задача Дирихле (см. теорему 5.5),
то имеют место следующие теоремы [6]:

Теорема 5.6. В области D существует ограничен-
ограниченное решение уравнения G.87), непрерывное в ?>\{Р,}
а удовлетворяющее условиям G.88) и G.89).

Теорема 5.7. Если во всех точках {Рг} направле-
направление y составляет тупой угол с осью у, то существует

единственное непрерывное в D решение уравнения G.87),
удовлетворяющее условиям G.88) и G.89).

Пусть в уравнении G.87) т и Ь(х,у) удовлетворяют

одному из следующих условий (см. теорему 5.5): 1) /и ^= 1

и ?>(*, 0)>1; 2) 1<от<2 и 6(лг,0)>0; 3) и^2 и

b(x, O)SsO.
В этих случаях на части границы области Д совпадающей

с осью х, никаких граничных условий не задается.

Теорема 5.8 [17J. В области D существует ограни-
ограниченное решение уравнения G.87), удовлетворяющее усло-
условию G.88).

Теорема 5.9. Если во всех точках {Р,} направление f
составляет с осью у острый или прямой угол, то суще-

существует единственное ограниченное решение уравнения G.87)
в области D, удовлетворяющее условию G.88).

§ 6. Применение функциональных методов исследования

эллиптических уравнений, вырождающихся
на части границы

1. Общие замечания. Рассмотрим эллиптическое уравне-

уравнение, вырождающееся на части границы области:

*¦== 2
i. k=\ i=\

+ c(jf)H=/(jf), G.90)

x= (xit ..., xn). Уравнение G.90) рассматривается в конеч-

конечной области D cz (хп ^> 0), часть границы Го которой лежит

в плоскости хп
= 0, а остальная часть границы Г\ лежит

в полупространстве хл^>0; Г!уГ0 = Г. Предположим, что
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функции aih (х) непрерывны в замкнутой области D и что

и

для любой точки х ? D и любых чисел Е,-, 2^'^0,
(=1

f(jfj)= 2 a,WcA>0, G.91)
». * = i

а для jc° ? Го

/4*»!)= 2 в«(*°)М*^0, G.92)
г, л = 1

причем ранг последней квадратичной формы г^л—1.

При исследовании функциональными методами краевых

задач для уравнения G.90) большое значение имеют теоремы

вложения для вырождающихся на границе области метрик [8J.
Эти теоремы являются обобщением известных теорем вложе-

вложения С. Л. Соболева [18J для невырождающихся метрик.

Пусть Q — множество всех непрерывных в D функций,
имеющих ограниченные кусочно непрерывные первые производ-

производные и обращающихся в нуль в некоторой (своей для каждой

функции) граничной полоске области D. Через Gil обозначим

градиент функции и(х): Gu = (-y—, ¦¦¦
, ~г—), а многообра-

\ 0Х1 иХ1

зие, составленное из элементов Gii, где и ? S, — через R.

Введем в ^ скалярное произведение по формуле

{ Gu, to} =J 2
Ь i, ft— I

Пусть R — замыкание R в метрике G.93). В силу G.91) это

замыкание также состоит из градиентов Gii функций и, имею-

имеющих в D обобщенные первые производные и обращающихся
в среднем в нуль на любой части границы Г° = Г\ ["] (хп ^> 8),
8^>0. Множество всех функций и{х), полученных в резуль-
результате замыкания R, обозначим через 2. Очевидно, GQ = R и,

следовательно, й является областью определения оператора

градиента G.

2. Первая краевая задача. Будем предполагать, что в

уравнении G.90) коэффициенты aik (x), bt (x) непрерывно
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дифференцируемы в D(~j (лг„3*§), где §>0 — любое число,
а с(х) непрерывна в D[\(xn^sb). Предположим также, что

выполнены неравенства

0^*• (sh(*)$*J^<F(*-*)*)

G-95)

В случае Os^asgl первая (однородная) краевая задача
состоит в нахождении решения уравнения G.90), обращаю-
обращающегося в нуль на всей границе Г= ГоуГ1 области D.

В случае a ^1 постановка первой краевой задачи зави-

зависит от коэффициента Ъп (х).
Если в окрестности Го

Ъп (х) ^ - Л?- Ч 1п | In xn\ |-i при a > 1 (е, > 0) G.96)

или

M-*OSs — c%\lnxn\ x
| In | In лся| |—•i при а=1,

то первая краевая задача состоит в нахождении решения

уравнения G.90), обращающегося в нуль на 1\; на Го никаких

граничных условий не задается.

Под решением (обобщенным) первой краевой задачи мы

будем понимать такую функцию и(х) (^Q(D), что

,/,„_-(а,, а»(_[„.|<, *] + [(с-1?)„,
G.97)

где г» (лг) — любая функция из й (D), обращающаяся в нуль
вблизи Го.

Теорема 6.1. Пусть выполнены неравенства G.94)
и G.95), коэффициент Ьп (х) при a ^ 1 удовлетворяет

*) г (х) = (/,- (х)) — непрерывно дифференцируемое поле векторов
I /(х) | = 1, /„(x)^>k^>0. Существование такого поля тесно связано

с характеристическими направлениями уравнения G.90) в точках
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неравенству G.96), а при а <^ 1

М^-'Ч G-96а)

в некоторой окрестности Го. Если

п

12 ^Д G.98)

ото первая краевая задача имеет единственное решение

для любой правой части f(x) ? Ip (° )»где а (х)—доста-
(х)—достаточно гладкая функция, а(х)^>0 для х с хп^>0 и

( О(х*-*\\пха\-1—°) для а 9^

Если в некоторой окрестности Го

*«W<-c4"' при а>1- 1
или

,
.

, л, i-i 1 ( G.Ю0)
6(л:Х с2|1пдг|

'
при а=1 J

v ;-i 1 ('
при а=1 J

и выполнены неравенства G.94) и G.95) при а 5=1, то пер-

первую краевую задачу определим с помощью перехода к сопря-

сопряженному оператору.

Пусть

= 2 ?(*
I k\

В сопряженном уравнении G.101) коэффициент Ьп(х) =
= — Ьп (х) Э= с2лг^' (или ^ с21 In лг„ | -1) в окрестности Го,
и, значит, первая краевая задача для уравнения G.101) ста-

ставится так, как указано в начале настоящего пункта.
Под первой краевой задачей для уравнения G.90) в слу-

случае выполнения неравенств G.94), G.95) и условий G.100)
мы будем понимать ту задачу, которой соответствует опера-
оператор L, сопряженный с оператором первой краевой задачи

для уравнения G.101) с однородными граничными условиями.
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Теорема 6.2. Если выполнены неравенства G.94) и

G.95), коэффициент Ьп{х) при а5=1 удовлетворяет усло-
условию G.100) а имеет место неравенство G.98), то пер-

первая краевая задача с однородными граничными условиями
(в указанном выше смысле) имеет единственное решение

при любой правой части f(x) ? Ub(?~x).
Если коэффициент Ьп (х) непрерывен в D и Ьп (лг°) <^ 0

для х° ^ Го, а^1, то при постановке первой краевой задачи

на Го следует задавать граничное условие м|го=О, т. е.

в этом случае первая краевая задача ставится так же, как

в случае а <^ 1.

Теорема 6.3. Если: 1) выполнены неравенства G.94),
G.95), причем для некоторого C имеет место

х1^Ц^с^{х,1); G.102)
i — \

2) в некоторой окрестности Го коэффициент Ьп(х)
при а 5= 1 удовлетворяет неравенству G.96) (или Ьа(х*>)<^0
для х° ? Го, а ^ I), а при а < 1 Ьп (х) ^ — c*xl~x и

п

с (х)—у У, тг1 == О (о (х)), то для первой краевой задачи

i=i

для уравнений G.90) и G.101) имеют место три теоремы,
аналогичные трем теоремам Фредгольма. При этом всегда

оператор L полуограничен в следующем смысле:

[1м, и] < (— 1 + в) { Ой, Gu ) + М [он, н] (е > 0),

а задача на собственные значения Lit = Хан при граничных

условиях первой краевой задачи приводит к дискретному
и конечнократному спектру с единственной возможной

точкой сгущения на бесконечности. Резольвента (Z.— ХаЕ) 
для регулярных значений /. вполне непрерывна.

Для самосопряженного оператора L имеет место

Теорема 6.31 [ 16]. Если с2х« < апп (х) sg С*х*п и а ^ 2,

то спектр оператора L не дискретен.
Соответствующие теоремы для первой краевой задачи для

однородного уравнения Lu= 0 при неоднородных граничных

условиях доказываются с помощью метода прямых разложе-
разложений (см. [9J).
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Пусть Q — множество всех непрерывных в D функций,
имеющих ограниченные кусочно непрерывные первые произ-

производные. На множестве R градиентов Gil введем скалярное

произведение по формуле

{ Он, &>}т = $ [ 2 uih {X)? S+ Т {Х) т ] dX> GЛ°3)

где 1 (х) ^ О — непрерывная функция, отличная от нуля

только в окрестности некоторой внутренней точки х'? D.

Замыкание R в метрике G.103) обозначим через R. Оче-

Очевидно, R также состоит из градиентов Ои функций и{х)
(образующих множество 2), имеющих в D обобщенные пер-
первые производные.

3. Вторая краевая задача. Пусть коэффициенты aik(x)
непрерывно дифференцируемы в D, bt (x) непрерывны в D,
а с(х) ограничена в D [~] (хп ^> 8).

Пусть при 0<^а<^1 выполнено неравенство G.94).
В этом случае вторая краевая задача ставится следующим
образом: ищется решение уравнения G.90) в области D, удо-
удовлетворяющее на всей границе Г = ГоиГ! краевому условию

л

ik (*)Щ
cos ("• *') + А E)"= ? (*). G-104)

I, k= i

где п — внешняя нормаль, A (s) — ограниченная функция.
Решением (обобщенным) второй краевой задачи G.90),

G.104) назовем функцию н(дг)^й, удовлетворяющую инте-

интегральному тождеству
л

v] - (?, v)r = - { Gu, Gv }T - [а, ^ hЩ
?1?=1

bi cos (л> хй ~А)п>

GЛ05)

при любой функции v(x) из некоторого подмножества !2'с:2.
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Теорема 6.4. Пусть при некотором а, 0^а<^ 1,

2 *). GЛ06)

и пусть выполнены следующие неравенства для коэффи-
коэффициентов уравнения G.90) и краевого условия G.104):

п

1 \\dbdx) ,

/..^о (x?D), G.107)

G.107a)

я

^ * (s) cos (я, jc,) — A (s) =s? 0 для s^ Г. G.108)

вторая краевая задача G.90), G.104) имеет един-

единственное решение для любых правых частей f(x) ? Z.b(o~'),

Если условия G.107) и G.108) не выполнены, то для

второй краевой задачи для уравнений G.90) и G.101) имеют

место три теоремы, аналогичные трем теоремам Фредгольма.
Оператор Lu, соответствующий второй краевой задаче при

9 (s) = 0, полуограничен:

[Lu, и] < (—1 -[- е) { Он, Gh }т + М [о,«, и],

*) ai (xi, ..., xn) > 0 при х„>0, причем:
1) в окрестности внутренних точек Го и вблизи точек

в которых 1(х0) направлен строго внутрь области D, а1(х)-^'а\х)
при а ^ 1, at (х) = О (Х~] | 1п д-„| -1~е») при a < 1;

2) вблизи остальных точек Го f) I'i в случае выполнения нера-
неравенства G.102)

~ ~*
d' ~~") при a > 1,

-2 —е^З —I
^ При а_. 1^

~EdP) при a < 1,

где d — расстояние от точки х до ?0 f) rj, р = р— 1 при C > 1, р = 0

при р< 1; при р=1 dP следует заменить па j In fif I -
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его спектр (относительно веса о,) дискретный и конечно-

кратный, а резольвента (Z. — ^iB)~l для регулярных значе-

значений X вполне непрерывна.

В случае а ^1 постановка второй краевой задачи зави-

зависит от коэффициента Ьп(х). Если Ьп(х) удовлетворяет усло-
условию G.96), то на Г! задается граничное условие G.104),
на Го никаких условий не задается.

Обозначим через 2° множество тех функций v (x) ? Q,
каяйая из которых обращается в нуль в некоторой окрест-
окрестности Го, а через St — его замыкание в метрике { }т.

Под решением (обобщенным) второй краевой задачи для

уравнения G.90) в случае выполнения условия G.96) мы бу-
будем понимать такую функцию и ? 2, что для любой функции

v ^ 2° выполнено интегральное тождество

и

[/, v] - (<р, *)Г1 =- {Он, Qv}, + [2Ь, Ц, v] -
— (Au,v)ri+[(c + tiu,v]. G.109)

Теорема 6.5. Пусть: 1) выполнены неравенства G.94)
и G.95) при а ^ 1 и для некоторого C выполнено неравен-

неравенство G.102), причем в окрестности точек хв(^-Т0[\Т1, в

которых векторы 1(х) не направлены строго внутрь об-

области D, соотношение G.102) справедливо и при Р= а;

2) для Ьп (х) в некоторой окрестности Го имеет место

соотношение G.96);
3) справедливы неравенства G.107) и

п

уУ bt (s) cos (л, xt) — A (s) sg 0 для s ?= Г\. G.108a)

Тогда вторая краевая задача имеет единственное ре-
решение для любых f(x) ? Lhipi'1) и <?(s) ^ /.^ (р^1), где вес

р(лг)^>0 всюду, за исключением, быть может, точек мно-

множества Го ("] F*j.
Если в некоторой окрестности Го

*«(¦*)< — ^Ч"' при а>1 )
или и / ч ^ »м II , f G.110)

о„(лг)^ — с-\\пхп\~1 при а=1 I
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и выполнено условие 1) теоремы 6.5, то вторую краевую за-

задачу для уравнения G.90) с однородным граничным усло-
условием определим как задачу, сопряженную со второй краевой
задачей для уравнения G.101) при однородном граничном

условии.

Теорема 6.6. Если выполнены условия 1) и 3) теоре-
теоремы 6.5 и Ьп(х) при 7.^=1 удовлетворяет условию G.110),
то вторая краевая задача для уравнения G.90) с ср=О
имеет единственное решение для любой правой части

бад1
Если коэффициенты уравнения G.90) гладкие и f(x) ? С1,

^n(Jk;0)<C0 ДЛЯ х<> G Го (а =3= 1), то при постановке второй
краевой задачи на Го следует задавать граничное условие

«|Го = О (в случае задачи с однородными краевыми усло-

условиями).
Разрешимость второй краевой задачи для уравнения G.90)

в случае, когда Ьп (х) при a^l удовлетворяет условию G.110),
при неоднородных краевых условиях устанавливается методом

прямых разложений [9].
Теорема 6.7. Пусть выполнено условие \) теоре-

теоремы 6.5 и

i= Г

cos («,*,)= О (р), A(s) = O(?)*)

Тогда относительно вторых краевых задач для уравне-
уравнения G.90) и сопряженного с ним уравнения G.101) имеют

место три теоремы, аналогичные трем теоремам Фред-
гольма. Оператор L, соответствующий второй краевой
задаче при а> = 0, полуограничен:

[1л, «]*=?(—1+е) {Он, GnJ-f + Mfa,», и].

Задача о собственных значениях Lu^ka^t приводит к

дискретному и конечнократному спектру. Резольвента

*) Вес р(х)>0 всюду, за исключением, быть может, точек мно-

множества Г'оГ)Г1-
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(L— ^(f) для регулярных значений X вполне непре-

непрерывна.
Если

/С*) ? с1 (ДО,

где О — любая внутренняя подобласть области О, то обоб-

обобщенные решения первой и второй краевых задач имеют не-

непрерывные производные до второго порядка внутри области D.

Краевым условиям решения удовлетворяют в среднем, в смысле,

указанном С. Л. Соболевым [18].

9 В. М. Бабич и др.



ГЛАВА VIII

УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО

ЭЛЛИПТИКО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

§ 1. Важнейшие уравнения смешанного типа

Рассмотрим в некоторой области D плоскости (дг, у)
квазилинейное уравнение второго порядка

А {х, у) zxx + 2В (дг, у) zxy + С(дг, у) zyy =

=/{х, у, z, zx, гу) (8.1)
с вещественными коэффициентами А, В, С и положим, что

дискриминант 8(дг, _y)=fii! — Л С квадратичной формы F=

=Ady* — 2В dxdy -{-Cdxi обращается в нуль вдоль некоторой

кривой Г, расположенной внутри области D. Условимся на-

называть такую дугу Г параболической линией уравнения (8.1)
или линией вырождения типа этого уравнения. Остановимся
сначала на наиболее простом и вместе с тем важном случае
степенного вырождения, когда в окрестности о линии Г

функция 8(дг, у) представляется в виде Ъ = Нп(х, у) О(х, у),
где О(х, у) конечна и отлична от нуля всюду в о, //(дг, у)= 0

на линии Г, Нх и Ну не обращаются одновременно в нуль
на Г, ал — нечетное целое положительное число *). При этом

следует различать два возможных варианта расположения

линии Г в поле характеристик уравнения (8.1). А именно,

будем говорить, что (8.1) является уравнением с параболи-
параболическим вырождением первого рода, если ни в одной точке

линии Г касательная не совпадает с направлением характе-

*) Случай, когда и = 2т(т=1, 2,...) или когда Г принадле-

принадлежит границе области D, приводит к вырождающимся уравнениям
эллиптико-параболического или гиперболо-параболического типа.

Этим уравнениям посвящена гл. VII настоящей книги.
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ристик F= 0 уравнения (8.1) (т. е. если F Ф 0 всюду вдоль Г).
Наоборот, к уравнениям с параболическим вырождением вто-

второго рода мы отнесем (8.1) в том случае, когда Г совпадает

с одной из характеристик этого уравнения (т. е. когда F= О

на Г). Так как по предположению дискриминант $(х, у)
меняет свой знак при переходе через Г, то прия= 2/и-|-1
(т= 0, 1, 2,...) уравнение (8.1) будет эллиптическим по

одну сторону от дуги Г и гиперболическим по другую, в силу
чего (8.1) называется в этом случае уравнением смешанного

эллиптико-гиперболического типа первого или второго

рода. Важным примером таких уравнений служит известное

уравнение Трикоми [51]:

Zl[z]=yzxx + 2yy
= 0, (8.2)

отвечающее значениям А=у, В= 0, С=\, /=0. Для него

дискриминант 8 (дг, у) = —у обращается в нуль вдоль оси Ох,
выше которой (при у^>0) (8.2) является уравнением эллип-

эллиптического типа, а ниже (при у<^0) его тип становится ги-

гиперболическим. Как показали исследования Ф. Трикоми [51]
и М. Чибрарио [80], в общем случае (8.1) также удается
добиться того, чтобы параболическая линия Г стала одной

из координатных осей. А именно, было установлено, что при

некоторых условиях гладкости коэффициентов А, В и С путем
неособого вещественного преобразования независимых пере-

переменных уравнение (8.1) в окрестности линии Г может быть

приведено к канонической формеynzxx -f- г = <р (х,у, z, zx, zy),
если (8.1) является смешанным уравнением первого рода, и

к виду xnzxx-\-zyy= <f, когда (8.1) принадлежит ко второму

роду. Особого внимания заслуживают линейные уравнения

рассмотренных видов:

yzxx + zyy+ azx + bzy + cz+ d=0, (8.3а)

x"zxx-\-zyy-\-azx-\-bzy-\-cz-\-d= 0. (8.36)

В свою очередь при изучении таких уравнений важную роль

играют их прототипы:

%п[г}=Угхх+ *уу = 0> (8.4а)

On[z]=x"zxx-{-zyy= 0, (8.46)

получаемые из (8.3) путем отбрасывания младших членов [81],
[85], [88].

9*
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Наряду с перечисленными выше, представляют интерес

также уравнения с нецелыми значениями показателя я, а именно

уравнения (8.1) со степенным вырождением произвольного

порядка а^>0, для которых функция Ь(х, у) имеет вид

Ь(х, y) = sgnH(x, y)\H(x, y)\*G(x, у), где а —вещест-

—вещественное положительное число, a sgnj/ = l, 0, —1 при у^>0,
у= 0, у<С®- Подобно (8.4), основными прототипами здесь

служат [20], [22], [31]:

xx + zyy= 0, (8.5а)

xx + zyy= 0. (8.56)

В частности, при а= 0 из (8.5) возникает более простая
модель таких уравнений — уравнение смешанного типа с «по-

«постоянными» (точнее, с кусочно постоянными) коэффициен-
коэффициентами [9], [38], [69], [77]:

L,>[z] = zxx+ sgnyzyy= 0. (8.6)

Началом нового этапа в развитии теории уравнений сме-

смешанного типа явилась известная работа Ф. И. Франкля [56].
В ней Ф. И. Франкль впервые обнаруживает важные при-

приложения теории уравнений смешанного типа к проблемам
трансзвуковой газовой динамики, а затем в ряде публикаций
доказывает, что к смешанным краевым задачам приводятся

следующие проблемы:
1) теория околозвуковых течений со свободными грани-

границами (истечение сверхзвуковой струи из сосуда с плоскими

стенками при максимальном расходе газа) [61], [64];
2) прямая и обратные задачи, связанные: а) с критическими

течениями в соплах Лаваля [57], [60], [73]; б) с обтеканием

крылового профиля плоскопараллельным потоком газа при

числе Маха, на бесконечности равном единице [62], [63], [72];
3) теория сверхзвуковых течений с местной дозвуковой

областью (задача набегания сверхзвуковой струи на клин

в случае, когда перед ним образуется зона дозвуковых ско-

скоростей, причем головная ударная волна проходит через острие

клина или отсоединена от него) [56], [58];
4) прямые и обратные задачи, связанные с образованием

в дозвуковых потоках местных сверхзвуковых областей (до-

(дозвуковые течения внутри сопел Лаваля со сверхзвуковыми
зонами на стенках сопла; обтекание дозвуковым потоком про-
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филя крыла при появлении на нем местных сверхзвуковых

областей со скачками уплотнения) [35], [67]—[69], [74].
Наряду с этим было также установлено, что смешанный

эллиптико-гиперболический характер имеют: уравнение пла-

пластического равновесия при плоском напряженном состоя-

состоянии [50]; уравнения движения воды в открытом русле, когда

скорость течения становится выше скорости распространения

поверхностных волн [66]; уравнения безмоментного напряжен-
напряженного равновесия оболочек, обладающих кривизной перемен-
переменного знака [14]; уравнения, описывающие магнитогидродина-
мические течения с переходом через скорость звука и скорость
Альфвена [37]; характеристическое уравнение бесконечно малых

изгибаний поверхностей, гауссова кривизна которых меняет
знак [5], [25].

Важными" для практики результатами новой теории инте-

интересуются специалисты в области паровых турбин [23], ракет-
ракетной техники и т. д.

Из перечисленных приложений следует особо выделить

уравнение Моленброка— Чаплыгина, играющее первостепенную
роль в газовой динамике околозвуковых скоростей. Это урав-
уравнение для функции тока имеет вид [76]

L[z] = K(y)zxx+ zyy= 0, (8.7)
где

1A+2?) „_
1 ср

Р—7

причем х = v2/v'miX — безразмерная скорость потока, а значе-

значение т* = 1/A —}— 2^) отвечает звуковой скорости. В окрест-
окрестности линии перехода у= 0 его коэффициент К(у) опреде-
определяется степенным рядом

+ ... (A/= const), (8.9)

причем уК{у)^>0 при у Ф 0, а К@)= 0. Заметим, что под-

v

становка т)= Г
у \ V~Kdy\

'

преобразует уравнение (8.7)

к каноническому виду (8.3а): трхх -\- z^ -\- b (-q) z- = 0, где
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Ь(т\) = -т- \пУк/ц. С другой стороны, полагая и=

получаем новую важную форму уравнения Чаплыгина:

щ^+ и^+с A1I1 = 0, сA)) = —J-[*'(!)+2У(Т)]. (8Л0)

Таким образом, наряду с главной частью — оператором Три-
коми %\[z] — последние два уравнения содержат младшие

члены b (t\) z^a с (т\) uz и, следовательно, являются смешанными

уравнениями первого рода с показателем вырождения линии

к; = 0, равным единице.

Особенно детально изучалось уравнение (8.10) в частных слу-
случаях с (T))=c=const (c<^0)[84] и c(ij)=—b\ (fe= const)
[27], [28]. В аналогичном направлении подвергалось обобще-

обобщению и уравнение (8.6); так, в работах [17], [18], [46] рас-

рассматривается уравнение с «постоянными» коэффициентами
11
хх ~Ь sSnУиуу — " = 0 и другие модели, содержащие наряду

с оператором (8.6) младшие члены. Важные приложения в про-
проблемах газовой динамики и магнитогидродинамики нашли и

смешанные уравнения второго рода. Так, например, прямые
задачи теории сопла Лаваля и крылового профиля привели
к необходимости изучать уравнение [70], [92]

0' (8Л1)

где К(у) имеет то же значение, что и в (8.7). Нетрудно
убедиться, что путем введения новых переменных уравне-
уравнение (8.11) можно привести к канонической форме (8.36)
с дробным показателем вырождения. Например, главная часть,

возникающая из (8.11) при К(у)=у, преобразуется подста-

подстановкой -ц = щпу-у* к виду

sgmi-hГ 4^+^= 0, (8Л2)

что равносильно уравнению (8.56) с показателем а = -=•.

Остановимся, наконец, на некоторых других современных

направлениях в развитии теории уравнений смешанного типа.

В этой связи следует отметить прежде всего работы [6], [29],
[52], [82], авторы которых, идя по пути увеличения числа

нулевых линий функций 8(лг, у), изучают уравнения с двумя

параллельными и перпендикулярными линиями параболичности
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(линии параболичности с двойными точками) *). Увеличению
числа независимых переменных в уравнениях смешанного типа

посвящена другая группа исследований [10], [13], [44], [45],
[98]. Особое внимание при этом уделялось смешанным краевым

задачам для трехмерного модельного уравнения

«xx-T-Uyy-r- sgnzurz= 0, (8.13)

меняющего свой тип при переходе через параболическую
плоскость 2= 0. Уравнения высших порядков с параболи-
параболическими линиями изучаются в работах [3], [26], [47]—[49],
причем полная смешанная краевая задача рассмотрена детально
пока лишь для уравнения четвертого порядка с кусочно
постоянными коэффициентами:

Наконец, отметим, что в настоящее время положено также

начало изучению и систем дифференциальных уравнений сме-

смешанного эллиптико-гиперболического типа [11], [36], [53], [83].

§ 2. Постановка смешанных краевых задач

для уравнения С. А. Чаплыгина

При формулировке основных смешанных краевых задач

будем исходить из уравнения типа С. А. Чаплыгина (8.7):

I [z] = К(у) zxx + zyy= 0, (8.15)

которое охватывает как частные случаи уравнения (8.2) и

(8.4а), где К(у)=у и К(у)=у" соответственно. Положим

при этом, что К(у) удовлетворяет условиям

при j;^0, /Г@) = 0, К'(у)>0. (8.16)

В полуплоскости у<^0 уравнение (8.15) имеет вещественные

характеристики, образующие два семейства кривых:

(8.17а)

(8.176)

*) Следует заметить, что само уравнение С. А. Чаплыгина

также имеет две параллельные линии перехода: звуковую линию

и линию максимальной скорости [54].
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Таким образом, через каждую точку М(х0, 0) оси Ох про-
проходят две характеристики, которые, например, в случае

уравнения (8.4а):

%п [z] =ynzxx -\-zyy= Q (8.18)

(я— нечетное целое положительное число), сводятся к па-

параболам Нейля степени „:

¦ - _1_
^

/ .Л 2 ^= 0.

Приведем сначала перечень основных краевых задач, по-

поставленных в настоящее время для уравнения (8.15)*). При
этом, не желая загромож-
загромождать здесь изложение боль-

большим числом деталей, мы

лишь в дальнейшем (§§ 4

и 5) уточним те требования,
которым следует подчинить

граничные значения реше-

решений, чтобы обеспечить их су-
существование и единствен-

единственность. Пусть D—односвяз-
ная область плоскости (дг, у),

разделенная на две части

А (У > °) и Di (у< 0)
параболической линиейу= 0

уравнения (8.15). Положим при этом, что подобласть Д
ограничена простой дугой Жордана Го, которая располо-
расположена целиком в верхней полуплоскости у^>0 и оканчи-

оканчивается в точках Ai(xh 0) и Аг(хъ 0), Х\<^хь а контур
гиперболической части ?J состоит из двух характеристик А\С
и А^С, принадлежащих к семействам (8.17а) и (8.176) соот-

соответственно (рис. 4). Условимся, далее, называть функцию z(x,y)
регулярной в области D, если она ограничена и непрерывна
в замкнутой области D и имеет первые производные, непре-

непрерывные и ограниченные всюду в области D и на ее границе,

*) Кроме цитируемых первоисточников, формулировку этих

задач и их газодинамическую интерпретацию читатель может найти
в монографиях [8] и [19], а также в обзорной статье [74].
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за исключением, быть может, точек Ах и Л3, вблизи которых
v (дг) = zy (х, 0) может обращаться в бесконечность, но так,

чтобы порядок этой бесконечности был меньше некоторого
числа a, 0<^a=g;l. Последнее ограничение, играющее важную
роль в теоремах существования (см. § 5), будем называть

условием Трикоми с показателем а (Трикоми при АГ(_у)==_у
впервые изучал классы Ru таких решений с показателями

а=|, а= -| и а=1 [51], [99], [100]). Первой корректно

поставленной смешанной краевой задачей, т. е. задачей, где

краевые данные задаются как на эллиптическом, так и на ги-

гиперболическом участке границы, была

Задача Трикоми (задача Г): найти регулярное
в области D решение z(x, у) уравнения (8.15), принимающее
на дуге Го и на одной из характеристик, например на А\С,
наперед заданные непрерывные значения:

z=f(x) на Го; z = <?(x) на АХС; /(*,) = ?(.*,). (8.19)

При решении этой проблемы для уравнения (8.18) важную

роль играет ее частный случай
—

нормальная задача Три-
Трикоми То, в которой Го представляет собой так называемый

нормальный эллиптический контур -^0, определенный урав-
уравнением

(8-20)

Путем выбора смешанных областей более сложной конфигу-
конфигурации и надлежащего видоизменения граничных условий сфор-

сформулированная основная краевая проблема Т получила сле-

следующие важные обобщения.

1. Задачи Геллерстедта. Рассмотрим уравнение (8.15)
в некоторой конечной односвязной области D, контур которой
33 = Го 4-И-f-Т« ~Ь Ъ 4~ Г8 образован следующими линиями:

1) кривой Го, лежащей в полуплоскости у^>0 и соединяющей

точки А{(х{, 0) и Л4(дгг, 0); 2) двумя характеристиками fi
и 1$ уравнения (8.15), исходящими из некоторой точки В(х0, 0)
оси Ox {Xi =g; дг0 =^ дг2); 3) двумя характеристиками Г\ и Г9,
проведенными через точки Ах и Ла соответственно (рис. 5).

При этом предполагается, что fi 4~ П и ^ -(- Г2 являются

интегральными кривыми уравнений (8.17а) и (8.176) соответ-
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ственно. С. Геллерстедт [85] исследовал для такой области

две краевые задачи:

Задача G,. В области D необходимо определить реше-
решение уравнения (8.15) по его граничным значениям на линии Го
и двух дугах характеристик ВЕХ и ВЕг (рис. 5):

* !г0 =/(•*)>

(8.21)

Задача G^. В области D разыскивается решение z (дг, у)
уравнения (8.15) с краевыми данными

=/(¦*). (8.22)
где

/(лг2) = <ря (•

Заметим, что обе задачи Gt и G2 сводятся к задаче Три-
Трикоми, когда точка В совпадает с Л,. Наряду с задачами О{ и

G2, где в гиперболической
полуплоскости у<^0 гра-
граничные условия задаются на

дугах -ft +Та или Г, + Г2,
принадлежащих двум раз-
разным семействам характе-

характеристик (8.17а) и (8.176),
М. Проттер [97] рассматри-
рассматривал случай, когда при у<^0
краевые данные несут ха-

характеристики fi -f- Г, (или
fa-(-Г8) одного и того

же семейства (8.17а) (или
(8.176)), а также более об-

общий случай, когда точка В находится ниже оси Ох.

2. Задачи Франкля — Моравец. Исследуя перечисленные

выше трансзвуковые проблемы (истечение сверхзвуковой струи
из сосуда с плоскими стенками, течение в сопле Лаваля с пе-

переходом через скорость звука, обтекание крылового профиля

звуковым потоком газа), Ф. И. Франкль пришел к важным

обобщениям задач Трикоми и Геллерстедта. Для формулировки
этих обобщений заменим характеристики Г, и Г, -|-Гв, несущие
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граничные значения в задачах Т и Оь некоторыми кривыми
01 и о2 (Рис 6 и 7), полагая, что они обладают следующими

свойствами:

1) линии о, и оа пересекают каждую характеристику
семейства (8.176) и (8.17а) соответственно не более одного

раза;

2) о, и о2 расположены
целиком внутри характе-

характеристических треугольников

AtC'Ai (рис. 6) и /lij
O??ji4e (рис. 7), причем

dvdv _, п

gs==O на (8.23)

3) наклоны линий о, и

к оси Ох не должны пре-

превосходить наклона характе-

характеристик (8.17), проходящих

через соответствующую точ-

точку этих линий, т. е.

dy 1

dx^—уЩ на о„

^sg J_ на о8. (8.24)
ах т/ #"

При этих предпосылках

рассматривались [65], [90]:
а) Задача Франкля

(задача Ф{), в которой
функция z(x, у) строится
в области D^A\CAiBA\,
краевым данным:

Рис. 7.

изображенной на рис. 6, по ее

= ?(*)> /(•*ri) = <P(-*i). (8-25)

б) Задача Франкля—Моравец, где решение z (x,y)
уравнения (8.15) подлежит определению в области D с гра-

границей Го-(-ot 4-Та + Ti + °2 (рис 7) при условии, что на
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линии Го -J- о, -\~ о2 z (дг, у) принимает наперед заданные

значения:

=/(дг), z =<р,(дг), z = ср2(дг),|
(8.28)

Ясно, что проблемы (8.25) и (8.26) содержат в себе как

частный случай задачи (8.19) и (8.22) соответственно, к ко-

которым они приводятся, когда о, = 1^, o,j = r2.

3. Смешанные краевые задачи, аналогичные эллипти-

эллиптической проблеме Неймана. Все перечисленные выше задачи,
где на контуре рассмотренных областей задавались значения

искомой функции, соответствуют классической проблеме
Дирихле. Исследуя обтекание клина сверхзвуковым потоком

газа, Ф. И. Франкль показал [56], [58], что если перед клином

образуется зона дозвуковых скоростей, то возникает новая

краевая проблема (задача Фа), в которой на дугах А\В-{- А\С
(или А\В-\-АхС) известны значения интеграла z{x, у) урав-
уравнения (8.15), а на некоторой части А^В эллиптической гра-
границы Гд (рис. 6) имеет место линейное соотношение

Р{х, y)zx + Q (х, у) zy= 0, (8.27а)

где Р и Q — наперед заданные коэффициенты. К этим одно-

однородным граничным условиям для обеспечения единственности

решения присоединяется дополнительно требование: z (дг2, 0)=d,
где d — заданная константа.

Позже К. Моравец в связи с другими трансзвуковыми
вопросами [92], [93] рассмотрела для области, изображенной
на рис. 7, решение z (дг, у) уравнения Чаплыгина при краевых

условиях вида

Кг>%-гУЯ=* На Го + °1 + 0*

Здесь /— заданная функция длины дуги s, причем s отсчи-

тывается от точки Л2 против часовой стрелки. Легко видеть,

что эта задача является аналогом известной проблемы Неймана
для уравнений эллиптического типа. Действительно, перейдя

у

в (8.15) при_у^гО к переменным 1=х, ¦ц = '^\гK{y)dy, по-
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лучим эллиптическую нормальную форму этого уравнения:

¦?5S + 2Vi+!1[ln^K= a При этом (8'27б) преобра-

преобразуется в краевое условие Неймана: VК <- =—/ на линии

FJ, где п — внутренняя нормаль к образу Г* кривой Го на

плоскости ($, т)). Наряду с этим изучался также комбиниро-
комбинированный случай [9], [79], когда на Го требуется выполнение

равенства (8.276), а на а^ -4- а2 заданные значения предписы-
предписываются самой функции z (x, у).

4. «Ударные» задачи Франкля. Существенно отличаются

от смешанных задач, рассмотренных выше, так называемые

«ударные» трансзвуковые задачи Ф. И. Франкля. Решение
этих задач, поставленных Франклем в работах [67], [68], дает

А

Ufa,, О)

Рис. 8.

возможность получить обтекание крылового профиля дозву-
дозвуковым потоком газа в случае, когда на профиле образуются
местные сверхзвуковые зоны, оканчивающиеся прямыми или

криволинейными скачками уплотнения. При этом существенно

новый характер таких проблем обусловлен именно появле-

появлением ударных волн, замыкающих сверхзвуковые зоны.

Обозначим через Д (рис. 8, а) область, ограниченную отрез-
отрезком А А' оси Оу, —Ь*су*сЬ, гладкой кривой Го с концами

в точках Л (О, Ь) и В {а, 0), характеристикой А'С уравнения
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(8.15), соединяющей точки А'@, —Ь) и С(аи 0), ^
и отрезком СВ оси _у = 0, а, <: д: ^ а. Тогда в обобщенной *)
постановке первая «ударная» задача Франкля
состоит в определении решения уравнения (8.15), непрерыв-

непрерывного в замкнутой области Д и удовлетворяющего граничным

условиям:

(8.28а)

Здесь /,, /2 и ср
— наперед заданные непрерывные функции.

Вторая «ударная» задача Франкля связана

с областью Д,, образованной дугой ADA' (рис. 8, б), эллип-

эллиптическим контуром То= АВ, имеющим одну общую точку

В(а%, 0) с осью О*, отрезком ВС линии перехода _у = 0,
где ai<^ao^x^ab и характеристикой А'С уравнения
Чаплыгина. При этом дуги DA' и DA соответствуют передней

(сверхзвуковой) и задней (дозвуковой) сторонам скачка уплот-
уплотнения. На границах Т0-\-ВС-{- А А' этой области задаются

следующие краевые условия:

1) z=/, (s) на Го; z =/, (х) на ВС (

(8.29)

2) Пусть координаты (хь у{) и (хь _у2) отвечают векторам

скорости в одной и той же точке скачка уплотнения на его

передней и задней сторонах. Тогда на линии ADA' точки

дуги DA (х=хь у=Уъ) и дуги DA' (x= xt, у=У\) по-

поставлены в соответствие друг с другом посредством урав-
уравнения

2 (х,- Xlf + (у, +Л) О» -Уif= 0, (8.30)

причем в соответствующих друг другу точках должно иметь

место соотношение z (хи .у,) = z (хь у^).
В случае прямолинейного скачка уплотнения, где Xi =

= д:2 = 0, дуга ADA' становится отрезком вертикальной пря-

*) У Франкля f(y) = 0 [67]. Другая постановка той же задачи

дана Франклем в работе [68].
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мой, а равенство (8.30) переходит в условие _у2 = —У\ и, та-

таким образом, вторая ударная задача Франкля сводится к пер-

первой ударной задаче с нулевой краевой функцией cp(jy) = O.

§ 3. Краевые задачи, исследованные

для других уравнений смешанного типа

Перейдем теперь к формулировке тех смешанных краевых

задач, которые исследовались для других уравнений эллип-

тико-гиперболического типа, перечисленных в § 1.

1. Обобщенные задачи Геллерстедта и смешанные

краевые проблемы для многосвязных областей. Два обоб-
обобщения задач Геллерстедта
были предложены в ра-
работах [9J и [30]. В первой
из них решение z(x, у)
уравнения (8.6) опреде-
определяется по его значениям

на линии Го, а также на

отрезках АА\, АцАг, ...

и Вфг, B3Bi, ... характе-

характеристик АС и СВ соответ-

соответственно (рис. 9, а). Во вто-

второй методом сеток для

уравнения (8.6) решается

краевая проблема, в ко-

которой искомая функция
принимает предписанные
значения на эллиптических

контурах о, -j- o2 -j- o3 -f-
-)-... и характеристиках

(рис. 9, б). Наряду с этим

применительно к уравне-

уравнению (8.6) рассматривались
многосвязные области, по-

показанные на рис. 10, а

и б, причем в этом случае оказалось (см. [9] и [30]), что

для однозначной разрешимости соответствующих смешанных

задач, кроме краевых значений на всей эллиптической части
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границы al-^-ai (рис. 10, а) и о, -j-о2-)-о3-f- ... (рис. 10, б),
достаточно задать, например, значение z(x, у) на характери-
характеристиках АхСх-{- А2С% (рис. 10,а) и AtQ -{- А^ -{-АгС3-{-...
(рис. 10, б) соответственно.

Рис. 10.

2. Краевые проблемы для смешанных уравнений вто-

второго рода.
а) Разрывная задача Франкля. Ф. И. Франкль [73]

свел задачу определения течения внутри плоскопараллельного

симметричного сопла Лаваля заданной формы (прямую задачу
теории сопла Лаваля) к новой краевой проблеме для сме-

смешанного уравнения второго рода (8.12):

1 .

с показателем а =—
у.

А именно, придя на плоскости го-

годографа к области D= AiCA^Ai, изображенной на рис. 4,
где Г, и Г2 на этот раз характеристики уравнения (8.31),
Франкль показал, что для обеспечения существования и един-

единственности в D решения z(x, у) уравнения (8.31) при
— 1<^а<^0 уже недостаточно подчинить функцию z(x, у)
условиям (8.19), а следует, сверх того, на отрезке А^А^
линии перехода вместо обычного требования непрерывности

zy(x, -f- 0) = zy (x, —0) ввести предположение (условие раз-

разрывности Франкля)

zy(x, +0)= —*,,(*, —0). (8.32)
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Очевидно, такое же дополнительное условие необходимо и

для корректной формулировки других смешанных задач для

уравнения (8.31).
б) Краевые задачи для уравнений второго

рода с младшими членами. Как следует из результатов
М. В. Келдыша [34], характер краевых задач, которые могут
быть поставлены для линейных уравнений второго порядка
с параболическими линиями, зависит не только от слагаемых,

содержащих вторые производные искомой функции, но также

и от младших членов уравнения. Аналогичные исследования,

проведенные на примере уравнения Su[z] = zxx-{-yzyy-{-
-f- azy = О (а — вещественная константа), показали [32], что

смешанные краевые задачи, которые допускает оператор

Sa[z\, существенно зависят от значения коэффициента а.

Так, например, было обнаружено, что задача Трикоми (8.19)
в случае а<^0 недоопределена (ее решение не единственно),
а напротив, здесь при некоторых условиях гладкости кор-

корректна краевая задача Дирихле с данными на всей границе

Го -(- I'i -(- Га области D (рис. 4). Наоборот, при а^>0 за-

задача Т переопределена (ее решение не существует) и для

определения функции z(x, у) во всей смешанной области D

достаточно задать ее значение лишь на эллиптической дуге Го,
а обе характеристики Г, и Г2
следует освободить от гра-

*¦

ничных условий.
Различные обобщения

этих проблем рассматрива-
рассматривались в заметках [32] и [33].

3. Смешанные краевые
задачи для уравнений
высших порядков. В слу-

случае модельного уравнения
четвертого порядка (8.14)
при постановке смешанных

задач можно рассматривать
четыре типа допустимых краевых данных [3], [47]—[49].
Эти данные задаются на границах односвязной области 2,

образованной простой гладкой кривой Го с концами в точ-

точках Л @, 0), 5A, 0) и характеристиками АС:у =— х и

ВС: у=х—1 уравнения (8.14) (рис. 11). Условия первого
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типа имеют вид

2|ro=/l(S)>

Здесь /— длина дуги Го, п — внутренняя нормаль, a /j, /2,
?i и ?j

— заданные функции, для которых /, (/) = срж @),

Л @) = 9.A), ?i(t) =?«(t)-
В краевых условиях второго и третьего типа требования

(8.33а) сохраняются, а (8.336) заменяются соответственно

равенствами

z =<Pi (*)>
JI--JC

и z\ = b(x)>
\V--x

m y-x-x

dz

dn

где /i (/)^<Pi (^)r= ). Наконец, в условиях четвертого

типа, наряду с (8.33а), нормальная производная -г- предписы-

предписывается одновременно на обоих характеристиках АС и СВ:

J- =al(x), 4- =(faD Кроме этого, для уравне-(jli y^ _jf Oil у=^х 1

ния (8.14) изучалась следующая «нехарактеристическая» сме-
смешанная краевая проблема [3]. Рассмотрим область ADBA

(рис. 11), контур которой, наряду с линией Го и характери-
характеристикой BD, содержит дугу <s = AD монотонной кривой
y = g(x), O^x^Xp расположенной внутри характеристи-
характеристического треугольника ABC, и пусть |^(лг)|<[1 вдоль а.

Тогда при некоторых условиях гладкости функций/^ (?^1;
2, 3, 4) для (8.14) разрешима граничная задача

/,(*)наГ„

fi(x) на а;
_|/8(*)наГ0,
~\ /4<*) на а.

Здесь, как и выше, s — длина дуги на кривой Го> отсчиты-

отсчитываемая от точки В к А, причем полагается /i(/)=/2@),
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^з (/)=/4@). Аналогичная краевая проблема может быть по-

поставлена и для уравнения л-го порядка

где п — целое положительное число [26].
Краевые задачи в смешанной области изучались также

для уравнений смешанно-составного типа Z. ^-1^0 в слу-

случаях, когда L— оператор Трикоми 3^ (8.2) [12] или диффе-
дифференциальный оператор Лаврентьева — Бицадзе Z.o (8.6) [24].

4. Смешанные краевые задачи в пространстве трех и

большего числа измерений. Проблемы Геллерстедта О\ и G2
допускают обобщение на случай пространства любого числа

измерений. Ограничимся,
для простоты изложения,

«нормальными> задачами

Геллерстедта в трехмер-
трехмерном пространстве (х,у, z).
Построим в нем полу-

полусферу 5 единичного ра-

радиуса: г* -\- z2 = 1

и два ха-

характеристических конуса

К\ и К* уравнения (8.13),
первый из которых К\.
r = Z-j-l, — ls^ZigO,
имеет вершину в точке А

@, 0, — 1) и обращен
основанием в сторону по-

положительной части оси Oz,
а второй К* г —|— гг = 0, Рис. 12.

z < 0, направлен основа-

основанием в сторону отрицательной части оси Oz, а его вершина

совпадает с началом координат (рис. 12). Эти конусы пере-

пересекаются вдоль окружности fi". r==~2> z==
2'

Обозначим,

наконец, через S область, ограниченную поверхностью 5 и те-

теми частями К* и К* конусов К\ и Кь которые заключены
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между плоскостями z= 0 и z=— -у*)- Тогда трехмерный
аналог проблем Геллерстедта состоит в отыскании реше-

решения и(х, у, z) уравнения (8.13), непрерывного в замкнутой
области 2 при условии, что на S-\-K% в первой задаче
и на S-{-K* во второй пространственной задаче Геллер-
Геллерстедта выполняются соответственно равенства

и|5- =?1 (Ж) и и
s

и
«1

где ft{M) и <?{{М) — заданные функции точки М(х, у, г),
причем /2 (М) = <р2 (М) на окружности f2: r = l, z= 0.

Подобные задачи рассматривались также для уравнения

К(г)(ихх + иуу)-{-ижж = 0, где zK{z)>0 при z ф 0, К@)=
= 0, K'(z)^>0 [98], а в (л-)- 1)-мерном пространстве

(jfi, ..., д:л, г) — для модельного уравнения [10]

При этом было замечено, что обе проблемы Геллерстедта
в приведенной выше постановке могут оказаться некоррект-

некорректными в том случае, когда вершина конуса К* находится не

в начале координат, а в любой другой точке круга f2. Трех-

Трехмерный аналог задачи Трикоми изучался в работе [13].

§ 4. Теоремы единственности и методы

их доказательства

Переходя к рассмотрению теорем единственности, оста-
остановимся сначала на краткой характеристике тех главных

классов функций, в которых может быть гарантирована одно-
однозначность решения смешанных задач при условии, что такие

решения существуют. Как показывают приведенные ниже тео-

теоремы существования (§ 5), если не вводить специальных,

довольно жестких ограничений на краевые данные (8.19), то

решение задачи Трикоми порождает функцию v (x) = zv (x, 0),
обращающуюся в точке Л2 (рис. 4) в бесконечность порядка

*) Область 2 может быть получена вращением плоской фи-
фигуры OCDEO вокруг оси Ог.
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1/(л-)-2) (в случае, когда /С(у) = О(>я) ПРИ У — ° и

Такими же особенностями в параболических точках границы

обладают и решения других смешанных краевых задач.

Поэтому при доказательстве теорем единственности нельзя

ограничиться слишком узким классом функций, имеющих про-
производные первого порядка, конечные и непрерывные не только

внутри данной смешанной области, но и повсюду на ее гра-
границе. Наоборот, приходится допустить, что в точках пересе-
пересечения этой границы с линией перехода производная zy(x, 0) =
= v (х) может иметь степенные особенности при условии, что

их порядок ц не слишком высок (ц<М). Трикоми достигает

этого введением описанных выше классов i?a регуляр-
регулярных решений и, совершенствуя методы доказательства,

устанавливает единственность в Ra решения задачи (8.2),
5 2

(8.19) последовательно для показателей <* = ¦=- [51], <*^-s-

[99] и а=1 [100]. Эти классы Трикоми Ц„ играющие важ-

важную роль во всей теории, были положены в основу боль-

большинства исследований по проблеме существования и един-

единственности. Однако наряду с ними для той же цели приме-

применялись и другие множества функций, среди которых в первую

очередь следует отметить классы Q так называемых ква-

квазирегулярных решений [84], [97]. Как определяются
подобные классы, мы покажем ниже на примере aftc-метода

Проттера.

При доказательстве теорем единственности для смешанных

краевых задач нашли применение следующие методы: 1) ме-

метод интегралов энергии, 2) метод вспомогательных функций,
3) метод, основанный на принципах максимума-минимума.
Излагая идею этих приемов, мы .приводим ниже подробную
формулировку результатов только для задач Трикоми и

Франкля — Моравец. Приложение этих же методов к другим
смешанным задачам читатель может найти в цитируемых пер-
первоисточниках.

1. Метод интегралов энергии. Метод интегралов энергии
в его обобщенной форме состоит в следующем. Пусть в неко-

некоторой области D плоскости (х, у) необходимо найти решение

z= z(x, у) дифференциального уравнения L[z] = 0, причем
на всей границе области D или на определенной ее части Г

задается дополнительное однородное условие ЗЗг[,г] = О
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с нулевыми краевыми данными. Чтобы доказать, что z=0

повсюду в D, составляют выражение вида

Ф(дг, у, z, zx, zy) L[z]dxdy = О, (8.34)

в котором интеграл распространен по некоторой части Д

области Д а Ф (х, у, z, zx, zy) — достаточно гладкая функ-
функция. Затем, выбирая подходящим образом Д и функцию Ф,
преобразуют (8.34) по формуле Грина в контурный интеграл
по границе области Д й используют при этом условие
33Г [z] = 0. Таким путем приходят к дефинитным выражениям,
обращение которых в нуль влечет за собой вывод, что .г = 0

в D. Трикоми [51] при доказательстве единственности реше-
решения задачи (8.2), (8.19) принимал Ф= .г, A = Dl (рис. 4),
что приводило (при /=:<р= 0) к равенству

( х (x)v(x)dx
¦Ч 01

где х (х)= z (х, 0), ч(х) = гу(х, 0).
Аналогичным путем [85] получались теоремы единствен-

единственности и для задач Геллерстедта в случае уравнения (8.18).
ха

При этом неотрицательность интеграла /0 = \ х (х) v (x) dx
XI

устанавливалась с помощью явного соотношения между функ-
функциями v (х) и -с (х), найденного в результате решения выро-
вырожденных гиперболических задач в подобласти D2. Однако
такие явные равенства связаны со специальными свойствами

уравнения (8.18), и поэтому метод Трикоми не мог быть

распространен на нехарактеристические смешанные задачи
и на более общие уравнения эллиптико-гиперболического
типа. Для уравнения С. А. Чаплыгина (8.15) первые теоремы
единственности в смешанных областях были получены
Ф. И. Франклем [56]. Рассматривая задачу (8.19), Франкль
полагал сначала Д = Д, Ф= г, L[z] = K(y)zxx-\-zyy, что

дает при /=0

/0 = (х (дг) v(дг)dx= -\\[К(у)z\+ z$]dxdy <:0. (8.35)
xi Di

Наоборот, если исходить из гиперболической части Д = D2
области D, то тогда при ф^г, <р

= 0 можно получить про-
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тивоположный результат: /0^0, из которого следует, что

/0 = 0 и поэтому z= 0 в D. Однако, в то время как нера-
неравенство (8.35) установлено без каких-либо существенных
ограничений на форму подобласти D\ и ее границы, при
выводе оценки /0 ^ О пришлось потребовать, чтобы

F(y) = 2(^Y-f-lS=0 в D2. (8.36)

Такое условие означает, что если функция F(y) для всех

значений у sg: 0 неотрицательна, то теорема единственности

Франкля справедлива при сколь угодно больших размерах

характеристического треугольника А^СА^ (рис. 4). Это имеет

2
место, например, для уравнения (8.18), где F(y) = 1 -)— р> О,

когда я^>0. Однако в случае уравнения Чаплыгина (8.7)
коэффициенту (8.8) отвечает значение

F (у) = [2 — B + р) х]/[р A + 2р) т2],

и так как Р^>0, то в сверхзвуковой области F(y)^0, когда

1/A-f-2P)<xs=? 2/B-fP) (KM=s?2), и, наоборот,FOX0,
если 2/B + р)==?-с< 1 BsgM<oo, где Ж —число Маха).
Таким образом, здесь для выполнения условия (8.36) необхо-

необходимо потребовать, чтобы в точке С было М ^ 2, и тем самым

ограничить размеры области D2 = AiCA2 (рис. 4). Таким

путем в работах [56], [58] и [73] была доказана единствен-

единственность решения задачи Ф2 с условием (8.27а), а также реше-
решения разрывной проблемы Франкля (8.31), (8.32), (8.19).

Дальнейшее продвижение в изучении вопросов единствен-
единственности дал так называемый abc-метод Проттера

— Моравец.
В нем также исходят из равенства (8.34), но в качестве мно-

множителя Ф берут линейную комбинацию

Ф=а(х, y)z-Arb{x, y)zx-\-c{x, y)zy,

где a, b и с — подлежащие определению достаточно гладкие

функции от (х, у). Приведем несколько важных результатов,
полученных на этом пути. Условимся называть функцию

z(x, у) квазирегулярной в области D (рис. 4), если она

обладает такими свойствами: 1) z(x, у) удовлетворяет урав-
уравнению (8.15); 2) для этой функции существуют интегралы

^ -с (х) ч (х) dx и ^ (Kzsx -f- zy) dx dy; 3) пусть D (s)
— неко-



280 ГЛ. VIII. УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА [1

торая область с границей f(e), лежащей внутри области D.

Применим теорему Грина к двойным интегралам

\\zL[z]dxdy, \\ zxL[z]dxdy, \\zyL[z]dxdy
D («) D (!) D («)
\\ \\ \\
D («) D (!) D («)

и потребуем, чтобы для возникающих при этом криволиней-
криволинейных интегралов по кривой f(s) существовал предел, когда

f(s) приближается к контуру области D.
В этом классе функций Q для задачи (8.15), (8.19) имеют

место следующие теоремы единственности [97]:
Теорема 8.1. Положим, что К(у) — монотонно воз-

возрастающая функция с непрерывной второй производной,
причем /С@)= 0, /=•(())> 0, а К'(у)^0 при у <0. Пусть,
далее, z (x, у) является квазирегулярным решением урав-
уравнения (8.15), которое обращается в нуль на линиях Г^Ц-Г,
(рис. 4). При этих условиях существует константа

rfo<^O такая, что если F(y)^d0 в D, то z = 0 повсюду
в области D.

Теорема 8.2. Обозначим через ут максимальную ор-

ординату на кривой Го (рис. 4), и пусть К(у) и z(x, у)
обладают теми же свойствами, что и в теореме 1.

Тогда существует положительная константа dx такая,
что если ym<^dx, то .г = 0 в области D.

Теорема 8.3. Предположим, что К (у) имеет непре-

непрерывную производную третьего порядка, которая в полу-
полуплоскости у<^0 удовлетворяет условию К"'(у)^0, я

пусть при этом F(y)<^0, когда у <^0. Тогда любое реше-
решение z(x, у) уравнения (8.15), принадлежащее к классу Q
в области D и обращающееся в нуль на Го -J- Г, (рис. 4),
будет тождественным нулем повсюду в области D.

Таким образом, в теореме 8.1 эллиптическая часть D\
области D свободна от каких-либо ограничений, но зато ги-

гиперболическая часть D2, в силу условия F(y)^d0 в D, не

должна слишком удаляться от линии перехода у = 0. Тем

не менее здесь rfo<^O, т. е. функция F(y) может принимать

и отрицательные значения в Da, так что условие Проттера

F(y)^d0 менее жесткое, чем требование Франкля (8.36).
Наоборот, в теореме 8.2 функция F(y) может принимать

любые значения при у<^0, и поэтому гиперболическая под-
подобласть D2 может быть произвольной, но зато контур Го
не должен простираться слишком далеко в эллиптическую
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полуплоскость у~^>0. Более сильное утверждение содержит
теорема 8.3. В ней допускается произвольный эллиптический

контур Го, и, с другой стороны, эта теорема пригодна в той

области 2/B-f-P) sg; t < l( где F(y)<^0 и, следовательно,

критерий Франкля (8.36) не выполняется. Однако если в этой

области К'" О0^>0, то и эта теорема Проттера теряет силу.
В аналогичной форме abc-метол с успехом был применен

и для доказательства однозначной разрешимости задачи

Франкля—Моравец. Для этой задачи К. Моравец [90], рас-
рассматривая область D= AiBiOBtAtAi (рис. 7) и полагая в

формуле (8.34) Ф = bzx -f- czy, пришла к теореме единствен-
единственности при следующих предположениях. Пусть К00 — не-

непрерывно дифференцируемая функция, для которой /^@)=0,
а К' (у) ^ 0 при у ^ 0. Будем считать, что кривая Го звезд-

звездная относительно точки О (рис. 7); аналитически это требо-
требование означает, что при движении вдоль Го против часовой

стрелки должно быть

xdy—ydx^O. (8.37)

Примем также, что функция z(x, у) непрерывна вместе

со своими первыми производными на замыкании области Д

кроме, быть может, точек Аи О и Л2, где zx и zy могут
обращаться в бесконечность порядка не выше первого *).
Если при этих предпосылках z(x, у) является решением

уравнения (8.15), для которого z= 0 на Го -f- oj -f- s2, то

z=0 повсюду в области D.

Дальнейшее развитие получил abc-метол в работах У Синь-

мо, Дин Ся-си [95] и Проттера. Этот способ в различных

вариантах применялся к проблеме Франкля (8.27а) [2], к

уравнению (8.11) [71], [92], к также при исследовании про-

пространственных задач Геллерстедта [98]. Методом интегра-
интегралов энергии изучались и смешанные задачи для уравнения

(8.14) [49].

2. Метод вспомогательных функции. На совершенно

другой идее основан метод вспомогательных функций, пред-
предложенный К. Моравец в работе [91]. Поясним в общих чертах
сущность этого метода на примере задачи (8.15), (8.26). Для

*) В концевых точках А^ и Аг Моравец допускает также на-

наличие бесконечности порядка ^ 1/2.
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этого рассмотрим в области D (рис. 7) решение z(x, у)
уравнения (8.15), и пусть: 1) z(x, у) непрерывна повсюду
в области D и на ее границе 33= Го -j- ot -f- f8 -j- ^ -f- og;

2) производные zx и ^ от z(x, у) таковы, что составленный

с их помощью криволинейный интеграл

(¦*¦¦ у)

И*>У)= \ [{Kzl-z])dy—2zxzydx\, (лт01у0)?Д(8.38)
(*о. Уо>

определяет функцию $(х, у), непрерывную в D-f-33*);
3) обозначим через а угол между осью Ох и направлением
касательной к Го, проведенной в сторону возрастания дуги
при обходе контура Го против часовой стрелки. Потребуем,
чтобы на контуре 33 области Д кроме неравенств (8.23)
и (8.24), выполнялось условие

0==?а==с2те на Го. (8.39)

Если при этих гипотезах z = 0 на Го -f- «i + аъ, то

z=0 повсюду в области D.

При доказательстве этого утверждения прежде всего

устанавливается, что функция ty{x, у), если только она не

является константой, не может принимать максимального

значения как во внутренних точках области D, так и на

дугах о1 -)- о2 -j- Yi -f- т« ее границы. Это максимальное значе-

значение достигается только на контуре Го, и притом в той его

точке М, где _У^>0. В частности, для подобласти Di (y^>0)
такой вывод следует из того, что здесь функция ty(x, у)
удовлетворяет нелинейному уравнению эллиптического типа

К^хх + <lv
— а<К* — |%= 0, коэффициенты которого а =

чены в каждой точке полуплоскости у^>0. Поэтому, в силу

принципа максимума для эллиптических дифференциальных

уравнений и известной леммы Зарембы — Хопфа, функция
ty(x, у) не может достигнуть локального максимума внутри D\,
а в точке М на Го, где ф (х, у) максимальна, ее производная

^ по направлению внутренней к Го нормали п должна быть

*) В силу (8.15) этот интеграл не зависит от пути интегриро-
интегрирования и тем самым действительно определяет некоторую функцию
точки (х, у).
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отрицательна: (-^Ч <^0. С другой стороны, с помощью усло-

условия (8.39) доказывается, что з^Э=0 в точке М. Это про-

противоречие приводит к заключению, что ф= const повсюду
в области Д и поэтому z = 0 в D. Заметим, что здесь, так

же как и в сформулированной выше теореме единственности

К. Моравец, на функцию К(у) при ^<^0 не накладывается

каких-либо условий, ограничивающих протяженность гипербо-
гиперболической подобласти Di. С другой стороны, условие звезд-

ности (8.37) контура Го здесь заменено требованием (8.39),
которое, в частности, выполняется, если Го не имеет петель.

Методом вспомогательных функций были получены также

теоремы единственности для смешанной задачи с косой про-
производной (8.276) [93], а также для первой «ударной» задачи

Франкля (8.28) [21].

3. Теоремы единственности, вытекающие из экстре-
экстремальных свойств решений смешанных краевых задач.

Для проблемы Трикоми (рис. 4) имеет место так называемый

принцип экстремума [4], [38], [78], [86], состоящий в сле-

следующем. Будем считать, что в уравнении (8.15) коэффициент
К(У)?С1Ф), K(y)^iCi(Di-{-T1-^-Ti) удовлетворяет усло-
условиям

К'(у)>0, ^[(-/0~1]^0 в D8 + r, + r2. (8.40)

Пусть, далее, функция z ?= С0 (D), z (= С1 (D — Го — А, — Л2),
z^C^(D) является решением задачи (8.19), обращающимся
в нуль на IY Тогда положительный максимум (отрица-
(отрицательный минимум) функции z (х, у) в D достигается на

линии Го. Прямым следствием этого результата является

Теорема 8.4. При указанных выше ограничениях для

К{у) задача (8.19) с краевыми функциями f и <р-? С0 не

может иметь более одного решения z^CP (D), z ? Cl(D —
ГЛ) *

Заметим, что все предположения этой теоремы выпол-

выполняются для значения K{y)^sgny-\y\a, если а2^1. Однако
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в общем случае последнее из условий (8.40), /C'2S=
4

^-^КК" (у<С.О), является даже более ограничительным

о

требованием, чем критерий Франкля (8.36) А Э=j KK" (у<^0).
Тем не менее по сравнению с другими приемами метод по-

получения теорем единственности из принципа максимума-мини-

максимума-минимума имеет то преимущество, что в нем допускаются любые

особенности первых производных от z (х, у) в точках Аь
Ai и не вводится никаких существенных ограничений на

линию Го.
Принцип экстремума в случае K(y) = sgny удалось дока-

доказать и для смешанного аналога задачи Дирихле— Неймана,
э также для краевых проблем, сформулированных выше для

областей рис. 9, а и 10, а [9]. Заметим, что принцип макси-

максимума-минимума находит применение и при доказательстве

теорем существования (см. § 5).

§ 5. Теоремы существования для смешанных краевых
задач

При изучении вопросов существования решений смешан-

смешанных краевых задач основным аппаратом исследования слу-

служили: 1) метод интегральных уравнений, 2) методы функцио-
функционального анализа, 3) метод конечных разностей (метод сеток).

Ниже приводится краткая характеристика этих приемов;
с их полной теорией читатель может познакомиться в цити-

цитируемой литературе.

1. Метод интегральных уравнений. Отправным пунктом
в методе интегральных уравнений служит «нормальная»

краевая проблема Трикоми. Рассмотрим такую задачу (8.19)
для уравнения (8.18), полагая при этом, что теперь в полу-
полуплоскости .у^>0 точки i4j(— 1, 0) и Л2A, 0) (рис. 4) со-

соединены ДУГОЙ f0 НОрмаЛЬНОЙ КрИВОЙ X2 -f- , , очаУ
**=

= 1(у^0). Трикоми [51] для значения л=1 и Геллерстедт
[84] в случае К(у)=уп пришли к эффективному решению
этой задачи, исследуя отдельно в областях Di и D2 следую-
следующие две вырождающиеся краевые проблемы. Прежде всего,
в эллиптической области Д изучается сингулярная задача
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Дирихле — Неймана с краевыми данными

z |т.=/(*). zy (х, 0) = v (*) (- К*< 1).

Используя явное выражение для функции Грина этой задачи

[88], удается найти ее эксплицитное решение zt = F\ [х, у;

f(x); v (x)]. Затем в гиперболической области D2 рассматри-
рассматривается сингулярная задача Трикоми, где функция z(x, у)

определяется по ее значениям г|г1=<р (•*)> zy(x, Q) = v(x),
— l^jf^l. Для этой задачи с помощью явной функции
Грина—Адамара также удается построить решение в замкнутой
интегральной форме z9= Fa[x, у, <?(х); v(x)].Будем, наконец,

считать, что значения it (х) и v,(.v), xa (x), v2 (х) [х(х) = z (x, 0)],
принесенные на линию перехода соответственно из областей D\
и Dt, совпадают друг с другом (х! = т„ ^ ^ v8 при—1^л:^
^ 1). Тогда, исключив из возникающих при этом соотноше-

соотношений функцию т(х), придем окончательно к интегральному
уравнению для ч(х)\

Здесь g(x) — известная функция, которая явно (в квадрату-
квадратурах) выражается через f(x) и <p(jf), а паA -\- sin np)^
= cosmp, 2p (л -f- 2) = п. При этом интеграл, входящий в

уравнение (8.41), понимается в смысле главного значения по

Коши, что помечается звездочкой над знаком интеграла. Та-

Таким образом, (8.41) представляет собой сингулярное инте-

интегральное уравнение второго рода с особым ядром Ко(х, s)
типа Коши. Трикоми обратил это уравнение (при л=1)
методом итераций. С. Геллерстедт [84] и С. Г. Михлин [41],
[42] показали, что его решение может быть получено и более

простым, основанным на теории аналитических функций,
методом Карлемана. В классе функций v (x), таких, что ин-

+i

тегралы \ | *t(x) \ In! xzh I \dx конечны, это решение един-
i

ственно и дается формулой

(8.42)
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Как показывают оценки, найденные для выражения g(x) и

интеграла в правой части формулы (8.42), если f(x) (^ С0 (fo).
9 (х) (^ С2 (Г1!), то равенство (8.42) определяет функцию ч(х),
непрерывную и ограниченную внутри интервала — 1 <^х<^ 1,
а также на его левом конце х——1. Однако v(x) при

х—--{-1 обращается в общем случае в бесконечность по-

порядка 1/(я-|-2)*). Тем не менее наличие такой особенности

не нарушает справедливости теорем единственности, доказан-
доказанных для более широких классов функций Ra и Q.

Вычислив таким путем функцию v (x), нетрудно затем

найти z{x, у) как в области Д, так и в характеристическом

треугольнике D% и тем самым полностью решить нормаль-

нормальную задачу Трикоми.

Эффективное обращение интегрального уравнения (8.41)
дало возможность также доказать существование решения

задачи Трикоми и для граничных контуров более общей

формы. Так, например, было установлено [51], [84], что если

достаточно гладкая кривая Го вблизи точек А\ и Л2 оканчи-

оканчивается малыми дугами нормального контура т0, а в осталь-

остальной части лежит вне Yo> to задаче Трикоми будет также

отвечать сингулярное интегральное уравнение вида (8.41), но

на этот раз его ядро К{х, s) = Ko(x> s)-{-Ki(x, s) содержит
дополнительное слагаемое /Ci (x, s), конечное и непрерывное

всюду в области — 1 ^jesg: 1,
— 1 s?^s=sS 1. Такое сингулярное

уравнение с помощью формулы (8.42) может быть приведено
к эквивалентному интегральному уравнению Фредгольма вто-

второго рода, разрешимость которого (в силу известной альтер-
альтернативы Фредгольма) следует из единственности решения за-

лачи Трикоми.
Аналогичная альтернативная аргументация (существование

решения следует из его единственности) с успехом использо-

использовалась и при изучении задач Франкля (8.25), (8.26), (8.28)
(см. [4], [И], [21], [65], [79], [96]). Не останавливаясь на

перечислении других результатов, приведем подробную форму-
формулировку только для одной из полученных таким путем теорем

существования [65], [96]. Положим, что кривая Го на рис. 6

*) Эта бесконечность исчезает только в частном случае, ког-

когда f(x) и у(х) связаны друг с другом определенным интеграль-
интегральным соотношением (см. условие Трикоми на стр. 172 моногра-
монографии 151]).
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соединяет точки Ai(—1, 0), Л2A, 0) и определена пара-

параметрическими уравнениями x= x(s), y=y(s), O^s^l,
причем x(s) и _у (s) (^ С3 @, /) (s — длина дуги, отсчитывае-

отсчитываемая на Го от точки Л2 к Аи а / — длина всей линии Го).
Будем считать, что Го лежит всюду вне нормального контура

fo"- ^"Ьо^У=1 (У^О) и только в некоторой достаточно

малой окрестности точек Ах и Л2 кривые Го и f0 совпадают.

Потребуем также, чтобы на всем протяжении линии а^. у=

= g(x) выполнялось условие—М<] g'(х) <^ 0 (М
— некото-

некоторая положительная константа), причем пусть вблизи точки А\
кривая ах совпадает с куском характеристики 1\.

Теорема 8.5. Если, кроме перекисленных требований,
K(y)^z С3 является монотонно возрастающей функцией,
а Дг@) = 0, А" @) ^> 0, то существует решение z(x, у)

уравнения (8.15), квазирегулярное в области D и удовлет-
удовлетворяющее граничным условиям

* |г„ =/(*) € С2 @, /), г |в1 = ? (s) ? С4 (а,),

где (f)Al = (<p)Al, (f')Al = (<?')Al. Следует заметить, что доволь-
довольно стеснительные ограничения, наложенные здесь на Го и а,,

не являются существенно необходимыми; так, например, даже
в пределах метода интегральных уравнений теорему сущест-
существования для эллиптической области D\ удалось распростра-
распространить на более общие граничные кривые [16], [59].

Другой подход к изучению вопросов существования со-

содержится в работах [4], [38], [78], [86]. Здесь с помощью

альтернирующего метода Шварца из разрешимости задачи

Трикоми для нормальных областей устанавливается ее раз-

разрешимость для областей с более общим эллиптическим кон-

контуром Го. При этом доказательство сходимости альтернирую-
альтернирующего процесса существенно опирается на принцип экстре-

экстремума, сформулированный выше для задачи Т. Таким путем

удалось показать, что существование решения проблемы

Трикоми может быть обеспечено и без введения тех жестких

требований, которые предъявляются к Го, f(x) и у(х) в ме-

методе интегральных уравнений.
При исследовании смешанных краевых задач оказался

весьма плодотворным также и классический метод Грина,
позволяющий свести рассматриваемую краевую проблему
к задаче построения ее функции Грина [87].
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2. Методы функционального анализа. Существенно но-

новую трактовку проблемы существования дают методы функци-
функционального анализа [83], [89], [94]. Поясним принцип применения
этих методов на примере задачи Франкля

— Моравец(8.26)[94].
Рассматривая область D на рис. 7, будем полагать, что кривая

Го имеет кусочно непрерывную касательную, а линия Го* —

отображение дуги Го на плоскость (I, t\) (S = .v, т] =

у

= \VK{y)dy) — звездообразна относительно начала коорди-

о

нат, т. е. при перемещении вдоль Го против часовой стрелки

выполняется условие

у

где ka — некоторая положительная константа. Условимся счи-

считать также, что на сх и оа справедливы неравенства

Потребуем, кроме того, чтобы функция К{у) имела положи-

положительную производную 1С(у)^>0 при у~^>У\, yi<C®> и за'

метим, что однородное уравнение (8.15) с неоднородными

краевыми условиями (8.26) может быть заменено неоднород-
неоднородным уравнением Чаплыгина

) (8.43)

с однородными (нулевыми) граничными условиями

*|r.+-t+'i = 0- (8-44)

Введем, наконец, обозначения щ = zx> щ= гу и вместо (8.43)
рассмотрим эквивалентную систему уравнений первого порядка

{Lu\ = K(y)uu-\-ub=g(x, у), (Lu)i = Uiy
—

uix = 0.(8.45)

Тогда задача (8.45), (8.44) будет решена, если в области D

будет найден вектор и= (щ, щ), удовлетворяющий условиям

Lu = g ь D, (8.46)

M>e+M2S=°на го+°1+°* (8-47)

где g={g, 0), а оператор Lu определяется формулами (8.45).
Дальнейшие построения К. Моравец базируются на так на-
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зываемом слабом решении задачи (8.46), (8.47). Для опреде-
определения этого понятия рассмотрим гильбертово пространство ?/*
всех пар измеримых в области D функций и = (иь н2) с ко-

конечной нормой

|| и IU = [й (гн; + и\) dxdyf < сю, г=

D

скалярным произведением двух векторов и = (щ, н4) (^ U*
и v = (iij, V}) (^ U* в этом пространстве является выражение

(и, «)• =
D

Введем еще в рассмотрения множество W всех пар не-

непрерывно дифференцируемых функций w= (wl, а>2)> обладаю-
обладающих следующими свойствами:

1) w = @, 0) при г=0; и»1 = 0 на линии r0-f-Oi-f-°a« (8.48а)

3) 55 f 7 (Lwy, + (?w)J I d* dy < oo. (8.48в)

Вектор и ^ ?/* называется слабим (в смысле К. Моравец)
решением задачи (8.46), (8.47), если для каждой функции
w (^W выполняется равенство

(w, g) =— (Lw, и), (8.49)

где (w, g) = §(wlgl-{-w<igi)dxdy. В случае непрерывной
D

дифференцируемости слабого решения и из формулы (8.49)
непосредственно следует, что « = (Hi, h2) удовлетворяет
уравнению (8.46) и условию (8.47). Поэтому для того, чтобы

доказать, что вектор u = (ult на) является решением задачи

(8.46), (8.47) в обычном смысле, достаточно установить сле-

следующие положения: 1) доказать, что слабое решение сущест-

существует и единственно; 2) исследовать дифференциальные свой-

свойства слабого решения и проверить, удовлетворяет ли оно

тем требованиям гладкости, которые предъявляются к стро-
строгим решениям в классическом («сильном>) смысле (доказать
теорему дифференцируемости слабого решения).

Первая задача этой программы является более легкой

частью исследования и решается так.

tO В. М. Бабич и др.
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Вводится вспомогательное гильбертово пространство %
всех пар измеримых функций t = (tx, t^) с конечной нормой

|| t ||* = М) (— t\-\- t\\dxdy т<[со; в этом пространстве

скалярное произведение векторов t= (tlt t%) и s= (sl, s2)
определяется формулой

Это пространство % содержит в себе подпространство W, а из

(8.48в) следует также, что Lw ? %. Затем доказывается, что

для всех w(^W имеет место энергетическое неравенство

\\w\\*^B\\Lw\\*, (8.50)

где В — некоторая не зависящая от w положительная кон-

константа. Из этой априорной оценки прежде всего следует
единственность решения сопряженной задачи (уравнение
Lw^ 0 имеет единственное решение w ? W). Наконец, при-
присоединяя к (8.50) классические теоремы Рисса из теории

гильбертова пространства, можно показать, что для каждой

функции g? X при введенных выше предпосылках дейст-

действительно существует слабое решение задачи (8.46), (8.47).
Эта слабая теорема существования К. Моравец была до-

дополнена в работах [83] и [89], авторы которых доказали,
что слабое решение и = (иь н4) является также и сильным

(в смысле К. Фридрихса) решением задачи (8.46), (8.47).
Аналогичным путем были установлены теоремы существова-
существования слабого решения для прямой задачи теории сопла Ла-

валя [70], а также для различных модификаций первой удар-
ударной задачи Франкля (8.28) [40] и для пространственной проб-
проблемы Трикоми [13].

Для ряда других смешанных краевых задач функциональ-
функциональная методика доказательства существования слабых решений
была разработана Ю. Ж: Березанским [7], который получил
энергетические неравенства в других нормах и для уравне-
уравнений более общих, чем уравнение Чаплыгина.

3. Метод конечных разностей. Для целей приближен-
приближенного вычисления решений смешанных краевых задач, а также

в теоретических вопросах существования и единственности

в ряде исследований использовался известный метод
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сеток. Так.в работах[15], [30], [39], [55], [75] для доказа-

доказательства разрешимости задачи Трикоми строятся различные
разностные схемы и выясняется, при каких условиях они

сходятся к точному решению; здесь же оценивается и по-

погрешность от замены точного дифференциального уравнения
его конечноразностным аналогом. Кроме проблемы Трикоми,
путем сеточной аппроксимации решений изучались также за-

задача Франкля — Моравец [1], проблема Франкля о клине с го-

головной ударной волной [101] и краевые задачи для смешан-

смешанных областей, изображенных на рис. 9, б и 10 [30]. Для
численного решения смешанных задач газовой динамики при-

применялся и известный метод прямых [35], [74].

1Q*



ГЛАВА IX

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ
И РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН

§ 1. Основные уравнения

Важным уравнением теории дифракции является волно-

волновое уравнение. О теории волнового и более общих уравне-
уравнений второго порядка см. гл. II настоящего справочника, по-

посвященную гиперболическим уравнениям. Здесь тоже будут
рассмотрены некоторые задачи, описываемые волновым урав-
уравнением.

1. Уравнения Максвелла [45], [46], [82, гл. V], [95].
Пусть Е и Н—напряженности электрического и магнитного

полей, D и В — электрическая и магнитная индукции, р
—

плотность электрических зарядов, J— плотность тока прово-

проводимости, yCT
— плотность тока, порожденного сторонними

э. д. с, с — скорость света в пустоте.
Уравнения Максвелла имеют вид:

хдв
(9Л)

rot?= — -jg, divfi = 0, divZ>= 4icp. I

Кроме того,

D= eE, В = рН, j=aE, (9.2)

где e— диэлектрическая проницаемость, р.
— магнитная про-

проницаемость, а — проводимость. В случае однородной изотроп-
изотропной среды а, р. и р

— постоянные числа. В случае анизотроп-

анизотропной среды (кристаллы) ? — симметричный тензор второго
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ранга, а а и р. в большинстве случаев можно считать скаля-

скалярами. Для пустоты е —[х=1, о = 0.

Вдоль поверхности контакта 5 двух различных сред 1 и

2 должны выполняться краевые условия:

(Es\=(Es)i,

(9.3)

через Es, Hs обозначены касательные составляющие соответ-

соответствующих векторов, через Вп и Dn — нормальные, причем

нормаль к границе раздела проведена в сторону среды 1;

через v — поверхностная плотность зарядов на поверхности
контакта.

При изучении электромагнитных волн часто считают

колебания гармоническими:

Уравнения Максвелла тогда принимают вид (р = 0, уст = 0):
с rot Но =— 1ш (е -f- 4icat) ?0,
с rot ?0 = гсо[А//0, (9.5)

?>0 = е?0, div 0О = 0, div //„ = 0.

2. Потенциалы электромагнитного поля [82, гл. V].
В случае однородной проводящей изотропной среды можно

ввести векторный потенциал А и скалярный потенциал у.

Через них векторы ? и В выражаются по формулам:

?=— grad cp
— j"-f(. (9.6)

Между А и у имеется следующая связь:

div Л 4-— V-4 — ф^О (9.7)1
с ot '

с
' '

v '

Потенциалы Any удовлетворяют уравнениям:

(9.8)
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При изучении электромагнитного поля в пустоте (е^р.^
= 1; о = 0) иногда весьма удобен так называемый поляри-
поляризационный потенциал П. Если векторы Е, Н и потенциалы

if и А выражаются через П по формулам:

ср =— div П, (9.10)
?= rotrotll, (9.11)

и вектор П удовлетворяет волновому уравнению

ДП-1^= 0, (9.13)

то Е и Н удовлетворяют уравнениям Максвелла [82], [95].

3. Динамические уравнения теории упругости [50].
Пусть и(хь х& x3t) = (ul, щ, и3) — вектор смещения упру-
упругого тела. Тензор

1 1ди-, , диЛ ,п ,
..

l4+ 4) (- 4)

называется тензором деформации. Вектор *(v), представляю-
представляющий собой плотность сил, действующих на элементарную
площадку с нормалью v с той стороны, куда направлена

нормаль v, называется вектором напряжений. Компоненты

ам векторов t(k) = oklit образуют тензор напряжений {lk —

орт оси xk; здесь и в дальнейшем по повторяющимся
индексам производится суммирование). Тензор akl симмет-

симметричен.
В случае идеально упругого анизотропного тела тензор ak[

линейно выражается через тензор е,7 (закон Гука):

°ki = aku/(xu x* хъ)ги, . (9.15)

где четырехвалентный тензор ak[ij удовлетворяет условиям:

а) aMJ = amj= аып = aUkl, (9.16)

б) для любых s<7(i, /=1, 2, 3), одновременно не равных

нулю, 1 ]

y/°4 44H>Q (^17)
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В случае изотропного тела закон Гука имеет вид

ои = Жи-\-2р&1/ (8 = diva) • (9.18)

(здесь X и р.
— параметры Ламе, 8,7 — символ Кронекера) *).

Компоненты тензора напряжений удовлетворяют следую-
следующим уравнениям движения:

?;+*i =P^ A = 1,2,3); (9.19)

здесь X; — компоненты вектора объемных сил, р
— плотность

упругой среды.
В случае однородной изотропной среды уравнения теории

упругости имеют вид

(X + n)graddiv« + fxA« + *=p^. (9.20)

На поверхности 5 упругого тела чаще всего задается вектор
смещений (первая краевая задача)

a\s=f(x,y,z) (9.21)

или вектор напряжений (вторая краевая задача)

t^\s = F(x, у, z). (9.22)

Иногда задаются нормальная составляющая вектора смеще-

смещения и и касательная составляющая вектора ^v>. На поверх-
поверхности, разделяющей два упругих тела в случае жесткого

контакта, должны выполняться условия

(яI = (я)* C(v))i = ('(v)V. (9.23)
в случае, когда на поверхности контакта отсутствует трение,

(«v)i = («vk <?\ =№)* ($\=($\= 0. (9.24)

Здесь и,
— нормальная составляющая вектора и, t^ — каса-

касательная составляющая вектора ?(v), fM — его нормальная со-

составляющая.

4. Потенциалы в теории упругости [95]. Пусть вектор
объемных сил X представлен в виде суммы:

Х= grad Ф-f rot L; (9.25)

•) Символ Кронекера: 8i;- = 0, если 1-фу, 5гу= 1, если i = j.
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тогда любое решение и системы уравнений (9.20) можно

представить в виде

и = grad <p -|- rot if, (9.26)
где

(9.27)

(9-28)

В плоском случае и = и(х, у, t); н3
= 0; формулы (9.26)

превращаются в формулы

и — grad <p (х, у, t) -+- rot (ф (лг, j;, 0 Л)

(Л — орт оси Ог) или

Функция <р называется продольным потенциалом или потен-

потенциалом продольных волн, вектор гр (или функция ф в пло-

плоском случае) — поперечным потенциалом или потенциалом

поперечных волн.

§ 2. Плоские волны

1. Плоские волны для волнового уравнения. Непосред-
Непосредственной подстановкой можно убедиться, что функция вида

п

u=f(at — o.ixi), 2}<*? = 1> «; = const, (9.30)
« = i

является решением волнового уравнения

^%= Д». (9.31)

какова бы ни была функция /. Решение вида (9.31) назы-

называется плоской волной.

2. Плоские волны для уравнений Максвелла [46], [95].
Для уравнений Максвелла в однородной изотропной среде
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решение типа плоской волны рассматривают обычно для

случая гармонических колебаний. Полагая в уравнениях

x, kp kt), r= (x,y,z)),

(9.32)
получим соотношения

— c(kXHi) (9.33)

откуда

*= -*7- «=** ! (9,4,
EH 0 )

Для немагнитной (р,= 1) и прозрачной (o = 0) анизотропной
среды, когда роль диэлектрической постоянной играет тен-

тензор е, плоские волны имеют вид:

E0 = Elei"r, Hu~Hxeikr, Do = Dxeikr, Dl=zE1, (9.35)

Я, = [я, ?,], D, = —[я, Я,] = [я, [?„ я]] = в?„ (9.36)

k = ~n, (n%k-nink — 4k)Eik=0, (9.37)

8iu — символ Кронекера.

Связь между направлением вектора п и его величиной

дается уравнением Френеля

det(n%k-nink-oil!) = 0 (9.38)

или, если тензор tik приведен к главным осям,

= 0. (9.39)

3. Плоские волны в теории упругости [95]. Для урав-
уравнений теории упругости решения типа плоской волны имеют

вид:

u= nf(at — ntx^ \n\ = \, a=
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(продольная плоская волна),

и = 1/(Ы-щх{), '

(9-41)
п, I, n = const )

(поперечная плоская волна). Вид функции / здесь произ-

произволен.

Функцию / и величины пъ и2, п3 не обязательно считать

вещественными. Особенно важный случай мы получим, если

положим f(x)~e'"X в формулах (9.30) и (9.40), f(x) =
i -m- х

= е ь —в формуле (9.41). При таком выборе f(x) мы по-

получаем гармонические плоские волны С частотой со. Есте-

Естественно, что в случае невещественных / и nt физический
смысл надо приписывать только вещественной или мнимой

части векторов или скаляров, описывающих волновое поле.

4. Отражение и преломление плоских волн в случае
волнового уравнения. Пусть волновой процесс в среде 1,

где_у:з=0, описывается волновым уравнением

ин
= а\ (ихх -f- iiyy), (9.42)

а в среде 2, где_у=^0, — уравнением

(9.43)

Пусть на границе раздела двух сред выполняются краевые

условия

(„),=(„),. .,(?),-..(?),. (9.44)

Одна плоская (падающая) волна

б= const, двигающаяся в среде 1 к границе, не удовлетво-

удовлетворяет краевым условиям. Составим следующую функцию;

О^О), н= «прел О<0), (9.45)
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где через гготр обозначена отраженная волна:

«отр = Af(t — Qx-y Уц— 6 )-

299

А =
(9.46)

а через «npeJI
—

преломленная волна:

«прел
= Bf [t - ЬХ+у Y Т*

~ "') '

В=
(9.47)

Функция (9,45) уже удовлетворяет краевым условиям (9.44).

Для вещественности падающей волны нужно, чтобы -^^>пу.
Если а2^>у^>а]( то преломленную и отраженную волны

естественно считать комплексными, а функцию /— регулярной
в верхней (нижней) полуплоскости. В этом случае в форму-
формулах (9.46), (9.47) нужно полагать

5. Отражение и преломление плоских электромагнит-
электромагнитных волн [46]. Пусть электромагнитная плоская монохрома-
монохроматическая волна падает из среды 1 на границу раздела двух
сред 1 и 2. Обе среды предполагаем прозрачными (о = 0)
и немагнитными (р, = 1).

Если 60 — острый угол между нормалью к фронту (т. е.

лучом) и нормалью к поверхности (т. е. 60 — угол падения),
6t и 62 — аналогичные углы соответственно для отраженной и

преломленной волн Ft—угол отражения, 6а — угол прелом-

преломления), то

е'=ео' Ш=Уь <9-48)

?i (ч) — диэлектрическая постоянная для среды 1 (среды 2).
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Пусть вектор ?|=?пад в падающей волне перпендику-

перпендикулярен к плоскости падения *), тогда электрические векторы
в отраженной и преломленной волнах ?отр и ?прел будут
параллельны ,?пад, причем имеют место формулы Френеля

_

sin Fa —e0) |
ОТР sin (8S + 80) пад> !

2 cos 8n sin 8Р „

< (9>49)

Векторы Нтх, //отр и //прел нетрудно выразить через ?пад,
используя соотношения (9.33) и (9.34).

В том случае, когда вектор //пад перпендикулярен к пло-

плоскости-падения, то же будет относиться к векторам //отр и

"прел> причем имеют место формулы Френеля

н tg F0 — 0.) „ }
отр tg (вв н-в,)

""»*• I

И
sin 262

лпрел
—

прел
—

sjn (во _|_ вз) cos Fo _ 6j) Лпад-

Векторы ?пад, ?отр и ?п„ел нетрудно выразить через Япад,
используя соэтношения (9.33) и (9.34).

6. Отражение плоских упругих волн от свободной

границы [95]. При рассмотрении плоских волн в теории

упругости естественно рассматривать задачу как плоскую и

считать, что потенциалы <р и <]> являются функциями типа

плосксй волны.

Пусть граница у = 0 полуплоскости у ^ 0 свободна от

напряжений и на нее падает плоская продольная волна, опи-

описывающаяся потенциалом

Ъ.*=/(*-**+уУ ^г-62 , a=V 1XS. (9.51)

*) Плоскостью падения называется плоскость, проходящая через

падающий луч и нормаль к поверхности, проведенную через точку

пересечения поверхности с падающим лучом.
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Выпишем потенциалы отраженных продольной и поперечной
волн:

(9.52)

A=-

262 —¦

»(F-W)Y ?-**

26* - Л

(9.53)

)

Пусть на границу у = 0 падает поперечная волна с потен-

потенциалом

У
Для отраженных волн имеем:

= ?>/(* —ejf—J'j^-i- —в»),
\ (9.55)

C=

^г — О2 Л— 262

262-^

D=

26s —
;

(9.56)

В случае, когда—<^6<^--, отраженные волны будут
комплексными. Функцию / нужно считать в этом случае
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регулярной в верхней (нижней) полуплоскости, если

Приведем еще одно важное решение уравнений теории
упругости, связанное с комплексными плоскими волнами и

удовлетворяющее условию отсутствия напряжений при_у = 0.

Пусть f(z) регулярна в верхней полуплоскости и

(9.57)

Если потребовать, чтобы напряжения при _у = 0 отсут-
отсутствовали, то для Е и F получим уравнения

(9.58)

Приравняв нулю определитель, получаем:

!-|2= 0. (9.59)

Это уравнение, называемое обычно уравнением Рэлея, имеет

два вещественных корня-| и , причем a^>b^>c. Be-
ее

личина с называется скоростью волн Рэлея. Если функция
f(z) быстро затухает при увеличении Im z, то колебания за-

заметно отличны от нуля только вблизи поверхности полупро-
полупространства. Эти волны, распространяющиеся в окрестности

поверхности полупространства и быстро затухающие с глу-

глубиной, называются волнами Рэлея. Сам Рэлей рассматривал
случай /(г) = ешг.

Важная задача об отражении и преломлении плоских
волн на границе у = 0, если области у^>О и у<^0 пред-
представляют собой два однородных изотропных полупростран-
полупространства, здесь не будет рассмотрена ввиду своей громоздкости

[26J, [27J.
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§ 3. Точечные источники колебаний для уравнений
теории упругости и уравнений Максвелла
в случае неограниченного пространства.

Задача Коши для уравнений теории упругости *)

1. Точечные источники колебаний в теории упругости

[4], [5], [50], [95]. Пусть на бесконечное пространство, запол-
заполненное однородной изотропной упругой средой, действует
сосредоточенная сила, приложенная в точке (х0, _у0, z0) и на-

направленная параллельно оси Ох. Пусть по величине эта сила

равна нулю при t<^0 и %(t) при ?^>0. Соответствующий
такой силе вектор упругих смещений и= (н, v, w) опреде-
определяется следующими формулами Стокса:

)
о

и =
т—т~* \ z (* —

? х [*— т)
—

т*ц* ~т)\

(9.60)

'
4ярг дх ду Laa *•

\ а} bs *¦ \ Ь }у

I
1 ^г ^гГ 1 Л_г\ 1_ Л_М]

'
4лрг йл: йг[а2 ^

\ "?j ft2 ^ \ ft JJ'

Введем обозначения: Arr=Ar1( _у^д:2, г^лгз- Если сосре-
сосредоточенная сила действует в направлении оси хк и у (t) = b(t),

*) О точечных источниках колебаний и о решении задачи Коши
в случае волнового уравнения см. гл. II.
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то для соответствующего вектора смещения ftft получаем:

Ixj

+ V-i
Здесь

kl?^+ 4^ • (т.)- (9.61)

г= /(.*, -

1.

Компоненты hks векторов hk образуют симметричный тен-

тензор //=||ftftJ||, играющий для уравнений теории упругости
ту же роль, что фундаментальное решение h для волнового

уравнения.
В плоском случае фундаментальный тензор образуют

составляющие векторов hk (имеющих тот же физический
смысл, что и в трехмерном случае):

«(¦*) =

Г= V(Xi-

==
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где

_
(лг, - лг?) [(лг, - лг?) I, + (х, - xj) /.]

«oi — ЩЗЧ*
'

^7*

a«2= ъ^Р •

2(лг1 - лг?) (х, - xj) I, - [(x, - л-;K-(лг3-л-2У1 /2
«12= 2^Я

'

о _ (Х2 — Х%) [(ЛГ2 — XI) 1Х — (X, — ЛГ?) Ц

Pu =
[(л:,- лг?K-(xt - 1~ x\)(x2 -jgg>

_
(х, - лг?) [- (*. — xj) /, + (л:1 - лг?) /J

о —2 (л-,
- л:?) (.у2 - х%) /, + [(jft — л-?) A —(л-2—л-р /2]

Р.а — ^

(9.62)

Здесь tk — орт оси xk.
Решение задачи Коши для уравнений теории упругости

— (A.-f- jj.) grad div и — y.b.u = X(M, t), (9.63)

с помощью фундаментального тензора можно записать в виде

в (г0> Щ= -?- J Я (<„ Ж„ - М) щ (Ж) ЙЖ+

^ ^о. Л^о — М) и, (Ж) <Ш+

, t)dM. (9.64)

г si ata

Формула (9.64) верна как в плоском, так и в трехмерном

случае. Под Hf здесь понимается вектор с компонентами

(Hf)j = hjkfk. В трехмерном случае компоненты тензора Н

имеют 8-образные особенности (см. формулы (9.61)). Интегралы
в формуле (9.64) следует понимать так, как предписывает

теория обобщенных функций [22].
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2. Осциллятор [37], [82], [95]. Физически осциллятор
представляет собою сосредоточенный в точке (дг0, _уо> z«) Ди"
поль с моментом Pof(t), Ptt — единичный вектор, опреде-
определяющий направление диполя, f(t) — заданная функция.

Осциллятору соответствует

Уст= /V'@ 8 (х - х0, у —Уо, z — zt), (9.65)

P=f(t)p-.
Если ввести сферическую систему координат (г, 0, <р)

с центром в той точке, куда помещен осциллятор, и направить

ось z вдоль вектора Яо, то для компонент векторов Е и Н

в случае пустоты (о= 0, е = [А=1) мы получим:

„ 2cos6 ап0

?« =
sin 6 д

г

дП,

дг

дг V дг

и-"о—

(9.66)

Поляризационный потенциал П (см. § 1) при этом равен

П = П0/>„

§ 4. Установившиеся колебания

1. Волновое уравнение [21], [43], [44], [78], [79, т. IV],
[81], [82], [101]. Часто приходится рассматривать задачи

дифракции установившихся колебаний, когда зависимость от

времени функции и, описывающей волновое поле, является

гармонической, т. е.

и(М, t)=v(M)e
-iat

(9.67)

Из того, что функция и удовлетворяет волновому уравнению,
вытекает уравнение для v:

>ю = 0, А2 = ^. (9.68)
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Уравнение (9.68) называется уравнением Гельмгольца
(см. гл. IV).

Пусть функция v(x, у) задана вне некоторого круга
х* -{-у* =?S № и удовлетворяет уравнению Гельмгольца. Говорят,
что v удовлетворяет условиям излучения, если при

в трехмерном случае условия (9.69) заменяются на условия

Физический смысл условий излучения — отсутствие волн,

приходящих из бесконечности. Показано [21], что первые из

приводимых здесь условий (9.69) и (9.70) являются следствием

вторых.

Важную роль играют решения уравнения
— 8 (дг — дг0,у —уф z — z9) — трехмерный

случай, (9.71)
— 8 (х — Xq, у —_у0) — плоский случай

(8 — 8-функция Дирака), удовлетворяющие условиям излу-
излучения соответственно (9.70) или (9.69) и определенные во
всем пространстве. Эти решения имеют физический смысл
точечных источников гармонических колебаний. В плоском

случае

H«l(k) V(?+(y,)\ (9.72)

здесь //'о11 (kr) — функция Ханкеля. В трехмерном случае

hf -z0)*. (9.73)

Для уравнения Гельмгольца корректны внешние задачи

Дирихле и Неймана.

*) Через О (га) мы обозначаем функцию, имеющую при
г —> + со оценку | О (г*) | е? Мг\ М = const, и через о (г") — функ-
функцию такую, что отношение о(га): га—*0 равномерно относительно

направления радиуса-вектора г.



308 ГЛ. IX. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ [1

Внешняя задача Дирихле — это задача отыскания функции v

вне некоторой конечной области, ограниченной поверхностью
(или кривой в плоском случае) S, причем:

2) v \s задана, (9.74)

3) v удовлетворяет условиям излучения.

Внешняя задача Неймана ставится таким же образом,,
с той лишь разницей, что условие 2) заменяется на условие

2)
dv

дп
задана. (9.75)

К внешним задачам Дирихле и Неймана сводится задача

дифракции от ограниченного тела, если на поверхности этого

dv
тела выполняются условия v = 0 или -з—

? on
= 0.

Задача дифракции плоской волны, распространяющейся
в положительном направлении оси Ох от тела, ограничен-
ограниченного поверхностью S, ставится как задача нахождения функ-
функции v вне 5 по условиям:

2)

3)

= 0 или
dv

,

= 0,

v = el*x-\-v*,

(9.76)

причем г»* удовлетворяет условиям излучения.
Задача дифракции волны, возникшей от точечного источ-

источника, ставится точно так же, с тем лишь изменением, что

условие 3) заменяется на условие

—L ЦЧЧv—
4
л» I

в плоском случае и на условие

„ikr

= \PQ\, .(9.77)

(9.78)

— в трехмерном.
Q — здесь фиксированная точка, в которой помещен

точечный источник, Д1" — функция Ханкеля. Функция г>*

удовлетворяет условиям излучения и не имеет особых точек.
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Решение G(P, Q, А2) задачи о дифракции волны, воз-

возникшей от точечного источника, называется функцией Грина.
Для любого решения v уравнения Гельмгольца, опреде-

определенного вне ? и удовлетворяющего условиям излучения,
имеет место формула

J( ^d?) (9.79)
s

нормаль направлена внутрь тела, ограниченного поверх-

поверхностью & Если -^ задана, -^~ =0, то формула (9.79) дает

решение задачи Неймана; если и \$ задана, G|s^0, то по-

получим решение задачи Дирихле.

Корректны также задачи дифракции, когда конечная по-

поверхность ? разграничивает две среды: внешнюю, где искомая

функция удовлетворяет уравнению

(9.80)

и внутреннюю, где выполняется уравнение

Дг»!+ *?*, = 0, (9.81)

причем на границе сред 5 выполняются краевые условия

dv

дп
(9.82)

Задача дифракции в этом случае ставится следующим обра-
образом: найти функции v вне ? и г»! внутри S, причем должны

выполняться уравнения (9.80), (9.81) и краевые условия

(9.82); кроме того, в случае дифракции плоской волны

где v* удовлетворяет условиям излучения, а в случае ди-

дифракции от точечного источника, расположенного вне ?,
должны иметь место условия (9.77) или (9.78), где v* удо-

удовлетворяет условиям излучения и не имеет особых точек.

Можно рассмотреть также случай внутреннего источника,
тогда

e^ r=\pQ\>
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причем v* не имеет особых точек, v удовлетворяет усло-
условиям излучения и на границе ? выполняются краевые усло-
условия (9.82).

Корректность постановки задач теории дифракции дока-

доказывается методами теории потенциала и интегральных урав-
уравнений [43], [73], [79, т. IV], [140].

Постановка и доказательство корректности задач теории

дифракции в случае тел с бесконечной границей представ-
представляют большие математические трудности. Можно сформули-
сформулировать принцип излучения так, что он будет применим

практически ко всем задачам дифракции установившихся
колебаний.

При е^>0 и при обычных краевых условиях существует
единственное ограниченное на бесконечности решение урав-
уравнения

За решение задачи дифракции берут предел

и = Шп нЕ.
е->0

В случае, когда граница области конечна, полученное
таким образом решение будет удовлетворять условиям излу-
излучения (9.69) или (9.70).

Описанный принцип выделения единственного решения из

всего множества решений уравнения Гельмгольца носит

название принципа предельного поглощения.

Другой принцип, обобщающий обычный принцип излуче:
ния, носит название принципа предельной амплитуды. Он

заключается в том, что решение уравнения

Дг> + k*v = — F(P)

должно быть пределом при t -*- -f- оо произведения и (P,t) е+ш,
где и(Р, t) есть решение уравнения

удовлетворяющее нулевым начальным условиям.

Замечание. Если мы будем рассматривать решение
волнового уравнения ntt = aiAu, зависящее от t по закону

и (Ж, t)= e+iu"v(M),
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то для 7» будет выполняться уравнение Гельмгольца. Условия
же излучения, принцип предельного поглощения и принцип

предельной амплитуды сохраняют свой вид, с той лишь

оговоркой, что везде I нужно заменить на —I.

2. О постановке задач теории дифракции электромаг-
электромагнитных колебаний [43]. В том случае, когда зависимость от

времени компонент векторов, описывающих электромагнит-
электромагнитное поле, выражается формулами (9.4), уравнения Максвелла
принимают вид (9.5).

Пусть область внутри некоторой конечной замкнутой
поверхности занята средой, характеризующейся постоянными

е1( [а,, о,. Для внешней области соответствующие константы

пусть будут е, [а(о^0; е, [j,^ const). Задачи теории ди-

дифракции ставятся следующим образом.

Пусть векторы ?пад, Нпал заданы вне 5 и характеризуют

падающую волну (?пад и //пад могут соответствовать, напри-

например, плоской волне или сосредоточенному диполю с момен-

моментом, зависящим от времени по закону Р (t) = const -е~ш').
Решение задачи дифракции вне 5 ищется в виде

F—F 4-F* Н—Н 4-Я*с спад4 с > ** "падП^*7 >

причем векторы ? и Н удовлетворяют уравнениям (9.5), вне

и внутри 5 и на границе удовлетворяют обычным краевым

условиям (9.3), а каждая компонента векторов ?* и //*,
кроме того, удовлетворяет условиям излучения (9.69) или

(9.70) в плоском случае (причем i надо заменить там на —i),

где k = —-—- и Е*, Н* не имеют особых точек.

Можно рассматривать также случай внутреннего источ-

источника, тогда

внутри замкнутой поверхности S, ?пад и //пад характеризуют
источник колебаний, ?, и Нх не имеют особых точек, Е и Н

удовлетворяют вне 5 тем же условиям излучения и на 5
тем же краевым условиям, что ? и Я в предыдущем случае.

3. О постановке задач теории дифракции упругих
колебаний [431. Задачи теории дифракции упругих коле-

колебаний ставятся аналогично соответствующим задачам теории
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электромагнитных колебаний. Пусть

u(M, f) = van
„imt

— вектор смещений, соответствующий падающей волне,
а ?—конечная замкнутая поверхность, внутри которой пара-
параметры Ламе равны X, и ^ и плотность равна р, (ки ц1( р! = const),
а вне которой — равны I, ц и р(= const).

Решение задачи дифракции вне ? ищется в виде

причем на 5 выполняются краевые условия (9.23) или (9.24),
V* не имеет особых точек, кроме того, предполагается, что

V* удовлетворяет следующему условию, играющему здесь

роль условий излучения:

причем

»i = O, rot a»i= 0, kt = ~;

= 0, div w2= 0, А8=~.

Компоненты векторов да;(/=1, 2) должны удовлетворять

условиям излучения (9.69) или (9.70), причем вместо k там

должно стоять kj(j=l, 2). В случае источника, располо-
расположенного внутри ?,

vt не имеет особых точек, вне ? удовлетворяет условиям из-

излучения и на ? — обычным краевым условиям.

§ б. Точечные источники для полуплоскости
и полупространства

1. Волновое уравнение, плоский случай. Решение задачи

ии
— а%Ьм = 8 (х — дг0, У —J'o) "> (*)> Уо> 0, |

я1>.=о = О, И/|/=о= О, и|/_0= 0 J
легко находится методом отражений, причем для и полу-
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чается формула

а

<о (х) dz

313

If

=кг \
t — —

2«» J уа* it—if-П
(9.84)

г= /с* - (у -у,У, г* = /(* -

в тех точках, где t или t — ~ соответствую-

соответствующий интеграл следует заменить нулем. Если краевое усло-
условие h|j.=o = O заменить на краевое условие

fL=o> <9-85>

то в формуле (9.84) знак минус следует заменить на плюс.

2. Волновое уравнение, трехмерный случай. Решение

задачи

Ыц
— о. Дн— о (х — х$, у —_Уо,

дается формулой

> @, 0,

(О I t — ~
а

<О ( t —

Аш'-г

г= /(дг — дго)а + Су —

г* =/(х - *„)* + О -.Уо

причем в формуле (9.87) следует считать, что при отрица-
отрицательных значениях аргумента u>(t) = O. Если краевое усло-
условие н|г_0 = 0 заменить на

да

д!
= 0,

то в формуле (9.87) знак минус следует заменить на плюс.
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3. Уравнения Максвелла [95]. Пусть вертикальный со-

сосредоточенный диполь помещен в точке (jcto у^ z^), za^>0.
Его момент пусть равен нулю при t<^0, а при t^>0 равен

P=f(t)k, (9.88)

где k — орт оси г. Область z<^0 пусть занята идеальным

проводником, т.е. ?= 0, а область z^>0— воздухом (о==0,
е = [А=:1). Тогда поле, возбужденное диполем, легко найти

по методу отражений. Если взять за поляризационный потен-

д=
,

у
+ \

' К
г= /(х - xof + (У -

и вычислить ? и Я по формулам (9.11), (9.12), то найденное

таким образом поле и будет полем, возбужденным вертикаль-
вертикальным осциллятором над идеально проводящей плоской землей.

4. Теория упругости, плоская задача Лэмба [69], [80],
[95]. Плоская задача Лэмба — это задача о нахождении век-

вектора смещений и (х, у, t), соответствующего вертикальному
или горизонтальному сосредоточенному импульсу, дейстаую-
щему на границе полуплоскости у^О. Задача эта ставится

так: нужно найти вектор смещения и(х,у, t), удовлетворяющий

при_у^>0 уравнениям теории упругости

= pg? (9.90)

и краевым и начальным условиям:

и|,_о= 0, «,!,_„ = 0,

а = -8(*)8(Q,

(dv , да \ I „ .

= u U—г-д- — °> u= (u,v)r
\ax

' ay/\y=o у > j

__

'dv , ди'

(нормальное воздействие). В случае касательного воздействия

импульса граничные условия будут другими, а именно:

(9.91)
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Решение этих задач проще всего записать с помощью потен-

потенциалов:

ду I дф ду д<\*
и—дх~т~ду' v~dy~dx'

оо

\ ^СУ. '> *)^^ (9.92)
о

00

^^ (9.93)i|) = Ц- С Y (у, t, k)^^dk.

В случае нормального воздействия имеем:

1 "V0 -L. vaga e -y

— 4
(9 951

Радикал в правой полуплоскости фиксируется условиями:

arg =arg |/1 -j-Y2Ca =0 при t>0.

В случае касательного воздействия формулы (9.92)—(9.95)
заменяются на формулы

00

=- |г J (9-96)

(9.97)

где

1

IV > 2itt — 4
.. (9.99)
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5. Трехмерные осесимметричные задачи теории упру-
упругости [60], [61], [63], [69], [95]. Задача ставится аналогично

задаче (9.90), (9.91), только полуплоскость у ^ 0 заменяется

на полупространство z^O и краевые условия на

Для решения удобно ввести цилиндрическую систему коор-

координат z, p (= j/дг3 -\-у*)\ тогда

u= q(P,z,t)9+w(p,z,t)k, (9.101)

(р и ft — орты цилиндрической системы координат),

' (9Л02)

оо

=4l $ к(г> '•А) л (Ар) х' (9-103)
"о

где

= i J. С1Г21Лу-4^Г+?УТТ^1' (9Л°5)

Уо и У! — функции Бесселя. Радикалы фиксируются так же,

как в плоском случае.

§ 6. Дифракция от угла и полуплоскости

А. Стационарные задачи

1. Случай дифракции плоской волны. Предположим, что

в цилиндрической системе координат (г, <р, z) падающее воз-

возмущение имеет вид плоской монохроматической волны
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ехр {— j(u>if -j- kr cos (<p — <Po))}> распространяющейся в направ-
направлении <p = <po-|-it. Эта волна испытывает отражение и диф-
дифракцию от угла а <: <р <: 2я, на границе которого заданы

однородные условия Дирихле н= 0 (идеально проводящий клин

в случае электромагнитной дифракции или жестко заделанный

клин в акустике). Суммарное волновое поле, удовлетворяющее
в области (г^О, 0<:<р<^а) уравнению

граничным условиям

и содержащее в себе, помимо падающей и отраженных пло-

плоских волн, только уходящее на бесконечность дифракцион-
дифракционное возмущение, может быть представлено в виде [62], [68],
[95], [96], [104]

СО
.

1С

и =—Уе~Щ TJ (kr) sin (i/po sin ц<р, (9.106)
n»=I

где J^kr) — функция Бесселя порядка \х, [а = —.

2. Случай плоского точечного источника [62], [68], [95],
[96]. Перейдем к рассмотрению дифракции от угла a sg; <j> sg: 2ir

цилиндрической волны

щ= НМ (k /ra + r\ — 2rr0 cos ft -

в предположении, что суммарное волновое поле и подчиняется

в области (г^О, 0<^<р<^а) условиям излучения, уравнению

Ди-f А2и = 0

и удовлетворяет на границе области условиям

Суммарное волновое поле такой задачи может быть пред-

представлено формулой
00

21 Ф'Р> () Го) Sin
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в которой

[3

при г<г0 (р=\),
), если г>г0 (/> = 2),

(9.108)

тк

а

3. Пространственный случай [62], [68], [131]. Будем
считать, что в точке (г0, <ро> го) вне двугранного угла (г^О,
a^«p^2ir, —oo<^2<^oo), на поверхности которого вы-

выполняются условия и = 0, находится источник, создающий

в безграничной среде волновое поле

"о—

)

где

R (?) =?=

Суммарное поле, удовлетворяющее в области (г^О,
<^а, —оо<^г<^оо) уравнению

граничным условиям

и условиям излучения, может быть представлено в виде

X
+00

hdh

— 2^ sin-n<posin|upX

-\z—Z(,\Y№ — № hdh

(r>r0),

mi

Где |i
= -~

mi

(9,109)



4] § 6. ДИФРАКЦИЯ ОТ УГЛА И ПОЛУПЛОСКОСТИ 319

Случаи задания условий Неймана — -к- = 0 на границе

угловой области (a^cp^^it) отличаются от только что рас-

рассмотренных лишь тем, что в окончательных выражениях

вместо произведений sin [j,cp0 sin [Acp будут стоять функции

emcos[Аср0cos[Аср, где еот=1 при т^\ и ео = у. При этом

суммирование в выражениях для результирующих полей будет
начинаться с т = 0.

Наконец, в случае угловой области с поглощающей гра-

границей, т. е. при граничных условиях вида

(9.110)

известно решение [55] для случая начального возмущения
в виде плоских монохроматических волн.

4. Стационарные задачи дифракции в теории упру-
упругости [131]. В декартовой системе координат (х,у) задан

разрез у = 0, jesg:0, свободный от напряжений, на который
падает начальное возмущение (продольное или поперечное)
в виде плоской монохроматической волны, изменяющейся во

времени по закону ехр (— lot). Если ввести продольный Ф

и поперечный W потенциалы, то задача сведется к определе-
определению в плоскости (х,у) функций Ф и W из уравнений

,

граничных условий

=

а^+ Т)ф-Ш1=° СУ = О,
@ 1 1 1 ">
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и условий излучения, накладываемых на возникающие отра-

отраженное и дифракционное возмущения. Решение этой задачи

представляется в виде

+ 00

**-*» Lv|) dx,

+оо \ (9.112)

J {(t-
ЛГ W)dx>+ sgn (у) \ VuT^

где Фо и ?0 — потенциалы начального возмущения, а осталь-

остальные величины определяются из формул:

1 1

_

.

I

l l

(9.113)

+ «1

I »2\ Z A
'

с которых

Этим же методом можно рассмотреть задачу на дифракцию
плоской (продольной или поперечной) монохроматической
волны от жестко заделанного упругого полубесконечного
выреза.
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Б. Нестационарные задачи

б. Случай дифракции плоской волны [68], [79, т. III]
[95]. Пусть падающее возмущение имеет вид плоской неста-

нестационарной волны

= s (at-\-г cos (<? — <рв)),
где

•(*)=
При

при

k
с= обратная величина от скорости распространения),
распространяющейся в направлении <p = cpo-|-it и испытываю-

испытывающей отражения и дифракцию от угла a sg: ср <: 2it, на обра-
образующих которого выполняется условие и = 0. Суммарное
волновое поле, удовлетворяющее в области (г ^ О,

уравнению
«а д2и

граничным условиям

и нулевым начальным данным

(н — н0) =
ST (Н — Но)

/=о dt
v u/

= 0,

представляется при т = — в виде

где

1 —Р(х) cos-^ (9.114)

11 В. М. Бабич и др.
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6. Случай плоского точечного источника [68J. Остано-

Остановимся на случае дифракции от угла волны

»+/ 00

<3 — I СО

R= -f rl — 2rr0 cos (<p — <p0),

созданной действием плоского точечного источника, располо-

расположенного в пункте с координатами (г0, <р0). Как и прежде,

будем считать, что на плоскостях ср = 0 и ср = а выполняется

условие и = 0. В этих предположениях в угловой области

(г ^ 0, 0 «s: <p <: а) ищется волновое поле, удовлетворяющее

уравнению

ии = ср&и

и нулевым начальным данным

«U_o =— =0.

Решение задачи на нестационарную дифракцию волны щ от

угла имеет вид

и , _1_ ii и _l С9 115">

где

COS — — (

1

T

l-29a cos-^-4-?'

X
^2 — ^з i 2-v cos 6 — i'

¦j sin- (

X2 — 72 + 27 cos 6 — 1'

r

T
=

_^
t

~7r>

(9.116)
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В. Случай пространственного
сосредоточенного источника [68]

7. Дифракция волны от угла. Рассмотрим дифракцию
волны

1 + «ОО

__1_ С е^'-с1<> ds
} — 2ni J R s

'

R=yr*+ rl — 2rr, cos (<p — <p0) + (z — zof,

созданной действием точечного источника с координатами

(г„, 9о> z0), от угла (r^O, a^cp^2ic, —оо<^2г<^оо).
Решение этой нестационарной задачи при нулевых граничных

условиях и нулевых начальных данных имеет вид

где

«9-90 —4 + fO. (9Л17)

SlnT^ с sin ф db dj>
2х ^ — с/?е cos ф'

c3rr0 sin2 6 sin3 ф р rr0 sin8 6

(9.118)

/?9 = / r* + rg — 2rr0 cos 9 + (z — ztf.

8. Дифракция плоской упругой волны от угла [77J.
Рассматривается упругая среда, заполняющая плоскость (х,у)
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с вырезом @<^<р<^а, а<^гс). В момент ^= 0 до острия

угла г=0 доходит плоская продольная волна

0, s<0, У Р

(а — скорость распространения продольной волны, 0О — по-

постоянная, определяющая направление падения волны), вызы-

вызывающая отраженные и дифрагированные волны. Задача ре-
решается при условии, что на сторонах угла отсутствуют каса-

касательные напряжения и нормальные смещения:

и _0
(ПРИ Т = ° и ? = <*)

(что соответствует прилипанию без трения). При данных гра-
граничных условиях в указанной угловой области не возникает

поперечных возмущений W и задача сводится к отысканию

продольного потенциала Ф из уравнения

граничных условий

G<р ср = 0 0*ф |ср ^ а

и нулевых начальных данных

(Ф - Фо) |,=0 = ^ (Ф - Фо) |/=о= 0.

Решение последней задачи имеет вид

Ф= Re I in

где
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причем

яр

Из других решенных задач на дифракцию нестационарных
волн от угловых областей следует упомянуть дифракцию
плоской нестационарной волны (продольной или поперечной)
от полубесконечного упругого выреза в случае отсутствия
на нем смещений'или напряжений [87], [97], [98].

§ 7. Задачи стационарной дифракции в случае

цилиндрических и сферических границ раздела

1. Стационарная дифракция в случае волнового урав-
уравнения [29], [53], [96], [105], [106], [115]. Введем сфериче-
сферическую систему координат (г, Ь, ср). Уравнение границы раз-
раздела сред: r=R; (r=R0'^>Ft, &=0) — координаты источ-

источника, временной множитель —е~ш.

Скалярное волновое поле uw (r, &) (не зависит от коор-
координаты ср) является решением уравнений

( > (г-

„
= ] 2л г2 sin» ' h

(9.120)
I 0, v = 2

(для безграничной среды v = l, для внутренности сферы
v = 2), при следующих граничных условиях:

р1й1 = р8н8|г=я, (9.121)

«1-з-1 = «е-;- ¦ (9.122)

Av=—, где cv
—

скорость распространения волн соответ-

ственно во внешней (v = l) и" внутренней (v = 2) средах;
alt Pi и а2, р8 — параметры, характеризующие среду.

*) —^—2
. а совпадает с 8-функцией, сосредоточенной

в точке /?=/?,,> в^0-
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Решения уравнений (9.120) при условиях (9.121), (9.122)
с учетом принципа излучения для безграничной среды пред-
ставимы в виде:

а) поле вне сферы (Ro ^> г ^> R):

и, (г, Я» »)=4S^? 2
я=0

X [ф» (V) - Qn|^f)
U" (V)] Рп (cos»),

(9.123)

б) поле внутри сферы (Ro г):

я=0

X
[In't;" (ft,/?) - In' <Ь, (ft,/?)J ф„ (ft,r) Ря (cos в)

w{kiR) - 4]- йИ»(й2/?)-3
(9.124)

В цилиндрической системе координат (г, <р, ¦?) уравнение гра-
границы раздела сред: л=^#; (r=R0^>R, ср = О, г) — коорди-
координаты источника. Решая уравнения

0,
(9.125)

_v {<ol—W С0Впадает с 8-функцией, сосредоточенной

я точке tf = O, r = /?e.
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при условиях сопряжения на границе, определенных форму-
формулами (9.121), (9.122), получим следующие выражения для

скалярных волновых полей;

а) поле вне цилиндра (Ro^>r^>R) с учетом принципа
излучения-.

(Л Ro,

\ri

Q_ ______

б) поле внутри цилиндра

со

i(r, Ro, <?)=т У ^WfaRi)
я = — со

In' /У'11 (*i/?) — In' Уя (?i?

(9.126)

X (9.127)
Pi

2. Задачи стационарной дифракции электромагнитных
волн для сферических и цилиндрических границ раздела.

а) Цилиндрическая граница р а зде л а [29], [121].
В цилиндрической системе координат (г, <р> г) уравнение
границы раздела сред: г = R; (г =Ro^>R, <f = 0,z) — коорди-
координаты источника. Зависимость поля от времени имеет вид e"lmt.

Электромагнитное поле будем характеризовать векторами
_?(') и //tv>( которые целесообразно представить суммой полей

типа ТМ и ТЕ по формулам *)

1
(9.128)

*) Электромагнитное поле можно рассматривать как сумму двух

частичных полей; одно из них (поле ТМ), определенное вектором П^,
назовем полем электрического типа, другое (поле ТЕ) опреде-
определяется вектором П'ц', его будем называть полем магнитного типа.
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для внешности (v = l) и внутренности (у = 2) цилиндра,

причем проекции векторов //$и и ?*$; на ось г тождественно

равны нулю.
Введем:

(9.129)

= -(— iu)ss + 4*0") rot n(,v),

при помощи векторов Герца

(9.130)

Тогда дифракционная задача для поля ТМ приводится к ре-

решению уравнений

(9.131)

(9.132а)

(9.1326)

(9.133)

при следующих граничных условиях:
А2/Т.11 А2Л121 |

а для поля ТЕ—к решению уравнений

т»> _ »(г-/?.)>(т)

с граничными условиями *)

dG\\> dG[f
•дг дг /•-Л"

¦

= /e$Uji \r = R,

(9.134a)

(9.1346)

*) Граничные условия в задачах дифракции электромагнитных
волн учитывают факт непрерывности тангенциальных составляющих

векторов ?(v) и Н'~" при переходе через поверхность г = У?.
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,., l
К=—т1 Са

, 4яз.
—

о)

ji,i=[i2= [i
— магнитная проницаемость, sv

—

диэлектрическая
постоянная, с — скорость света.

Кроме того, решения для поля вне цилиндра должны

удовлетворять принципу излучения при о, = 0 или быть огра-
ограниченными при а,^>0.

Ввиду того, что постановки задачи для полей ТМ и ТЕ

аналогичны, приводится окончательный вид решений для
поля ТМ (электрический диполь).

Поле вне цилиндра (Ro^>^

я oo

X IЯГ (Air) - Qnщ^ H«'

in'

Q

In' — |-»- In'

(9.135)

Поле внутри цилиндра

Jn (V) J

X
Jn (k.R) In' //j>> (k,R) - In' /„

X

Jn(k2R) In'H% {kxR) -*-* In' ;п{к,к)
(9.136)

dx

В задаче дифракции электромагнитных волн от идеально

проводящего цилиндра (аг->оо) ищется решение уравнений
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(9.131) для полей ТМ и ТЕ соответственно с однородными

граничными условиями*) для (9.132а) и (9.134а).
Условия же (9.1326) и (9.1346), выведенные из требова-

требования, что тангенциальная составляющая Нч магнитного поля

непрерывна при проходе через поверхность раздела сред,

при бесконечно большой проводимости одной из сред теряют
смысл.

Поле ТМ в области R<,^>r^>R в этом случае предста-
вимо формулой

оо

(9Л37)

Это же выражение можно получить непосредственно из (9.135),
полагая |А2|—>оо.

6) Сферическая граница раздела [91], [93],
[94], [103], [105], [116]. Если в сферической системе коор-
координат (г, <р, &) граница раздела: г =R; (г = Ro ^> R, & = 0) —

координаты источника, то, представляя снова электромагнит-
электромагнитное поле в виде сумм (9.128), где равны нулю радиальные

составляющие векторов //йи, Efh и полагая

n(,v) = rr7,(vV, |
\ (9.138)

V. J

при учете формул (9.129) сведем задачу к решению уравнений:

для поля ТМ

<
=- 8(Г2-Л°пТ , (9Л39а)

i2> = 0 (9.1396)

с граничными условиями

§\r~R, (9.140а)

R; (9.1406)

*) Под однородным граничным условием будем понимать усло-
условие с правой частью, равной нулю.



21 § 7. ЗАДАЧИ СТАЦИОНАРНОЙ ДИФРАКЦИИ 331

для ноля ТЕ

AG',!l + AIQil' = 0 (9.1416)

при граничных условиях

O\\' = Q\V\r-R, (9.142а)

? * (9.1426)

Как и выше, решения для полей ТМ и ТЕ вне сферы должны

удовлетворять условиям излучения.

Если источник — электрический диполь (поле ТМ), то,

например, для области (Ro^>r^>R) из формул (9.139),
(9.140) следует:

СAД) ] (9.143)

где

Qn= f (9Л44)
in'C1'Min''MV?)

В случае идеально проводящей среды дифракционная за-

задача для поля ТМ приводится к решению уравнения (9.139)
с однородным граничным условием (9.140а), а для поля ТЕ—

к решению уравнения (9.141а) при однородном граничном

условии (9.142а).
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Для поля ТМ, например, получим следующее представ-
представление:

*'=^ 2 <2я+1>й'1 <*¦«•>><
л= 0

^П-^^щ^Чк, r)]pn(cos&). (9.145)

§ 8. Задачи нестационарной дифракции в случае
цилиндрических и сферических границ раздела

[16], [17], [18], [51], [65], [71], [117]

1. Скалярное волновое поле линейного источника в двух

однородных средах, разделенных круговой цилиндрической
границей. Пусть в цилиндрической системе координат

(г, 6, z) r=R — уравнение границы раздела сред, (i?,, О, z) —

координаты линейного источника, a (t) — интенсивность источ-

источника, начинающего действовать в момент времени ?= 0

(a(t)= O при t<^0)*). Волновое поле и (г, 9, t) (не завися-

зависящее от координаты z) является решением уравнения

ии
- с" (г) Аи = а @ 8(Г~^')8F) **), (9.146)

в котором

—

кусочно постоянная функция, при следующих условиях со-

сопряжения на границе сред:

да да

'дг г—Л+0

и начальных данных

и
/=о dt /=.0

(9.147)

= 0. (9.148)

Постоянные ct и с2 суть скорости распространения волн

соответственно во внутренней и внешней средах, р1 и |а2
—

плотности этих сред.

*) О понятии интенсивности точечного источника см. гл. II.

**) См. сноску *) на стр. 326.
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Если ввести обозначения:

то решение уравнения (9.146) при условиях (9.147) и (9.148)
определяется следующими формулами.

Внешний источник ^
а) Поле во внешней среде

и (г, 9, 0 = 2^ У, К"п(Г, t) cos nS + ua (r, 8, t). (9.149)
л—0

б) Поле во внутренней среде (r<^R):
00

и (г, в, 0 = 2^ У. K'OniT, t)cosnQ. (9.150)

В формулах (9.149) и (9.150)

8„ — множители Неймана: 80 = 1> &„= 2, п

о — ioo

X /Л21 (- 1рг) № (- 1р,г) Fa (^ г ) в" rfz, (9.151)

"w

—

Fi#2/e"T'
о—"ioo

(9.152)

D (z) = У„ (— iiz) Я;8)'(— 1г) — ^У„ (— b\z) Hn2) (— izX (9.153)

Jn (x) — функция Бесселя, НХ" (х) — функция Ханкеля второго
рода, Fa(x) — преобразование Лапласа от функции a(t):

00

Fa(x) = \ a(t)e-xtdt,
о
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и0 (г, 6, t) — поле источника в безграничном пространстве,
занятом средой со скоростью распространения с8;

t — —

а (г) dx

У cl{t — i)* —

о

(9.154)

— 2PtP cos е.

Внутренний источник

а) Поле во внешней среде

и (г, 6, 0=^ 2 8"Нл(г' ^ cos"8- (9Л55)
га = О

б) Поле во внутренней среде (r<^R):
00

с (г, 9. 0= -^- 2 §Л(Г> Ocos/xe + t>0(r, в, 0- (9.156)
л= 0

В формулах (9.155) и (9.156)

о— ioo

«+ioo

 c?R
o— ico

U2Je dz'

(9.157)

-iz)

У» (- % zj <T dz, (9.158)

vo(r, 6, i) — поле источника в безграничном пространстве,
занятом средой со скоростью распространения сх\

1

2нс,

а (т)

У c\(t-xy-t

0

(9.159)
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2. Скалярное волновое поле точечного источника в двух

средах, разделенных сферической границей. Пусть в сфе-
сферической системе координат (г, 9, ср) r = R — уравнение гра-
границы раздела сред, (Дх, О, 0) — координаты точечного источ-

источника интенсивности a(t) (a(t)=O при t<^0). Волновое поле

и (г, 6, t) (в силу осевой симметрии задачи и не зависящее

от ср) является решением уравнения (9.146), правая часть ко-

которого заменена выражением

>(#—/?,) а F) «
а(-Г)

2*д, sine >

при условиях A47), A48).
Волновое поле и (г, 9, t) в случае сферической границы

при различных положениях источника и точки наблюдения

выражается рядом
оо

г, 0 Я»(cos 6). (9.160)

Функции Wn(r, 0 определяются по формулам (9.151), (9.152),
(9.153) и (9.157), (9.158), в которых должны быть произве-
произведены следующие изменения. В формулах (9.151) и (9.158)

подынтегральная функция умножается на — I —п z, в форму-

лах (9.152) и (9.157)—на 1/B#), кроме того, все функции
Бесселя и Ханкеля целого значка и их производные должны

быть соответственно заменены функциями

-J ,i(z) и
2 "+2"

и их производными.
Поле источника в безграничной среде, входящее в равен-

равенства (9.149) и (9.156), определяется теперь соответственно по

формулам

, 1

cos

а (t-7i/pM-p! + 2p1pcose)^
г» = I

Pl cose/?

*) См. сноску *) на стр. 325.
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Ряды (9.149), (9.150) и (9.155), (9.156) удовлетворяют урав-
уравнению (9.146) и условиям (9.147), (9.148) в обычном смысле

при достаточно плавном включении источника. В противном

случае формулы (9.149), (9.150) и (9.155), (9.156) дают обоб-

обобщенное решение задачи (9.146) — (9.148).

§ 9. Приближенные и асимптотические методы

в задачах дифракции

1. Лучевой метод вычисления интенсивности волновых

фронтов [2], [3], [6], [7], [191, [23], [74], [90], [96], [123] -[127].
а) Волновое уравнение с переменным коэф-

коэффициентом. Пусть волновой процесс описывается волно-

волновым уравнением с переменным коэффициентом

^—Дм= 0. (9.161)с3 (х, у, г)

Будем считать, что

и= и„(х, у, z)f0{t-х) + и,(х,у, z)ft (t-z) + O(f*(t-х)),

(9.162)
где

х = х (х, у, z), /а =/„ /i =/о.

Мы будем при этом считать, что функцией fk можно пре-

пренебречь по сравнению с f'k=fk_l.
Так будет, например, если

plat
/ft@= G^yr ("> велико), А = 0, 1, 2,..., (9.163)

или

dt (t мало). (9.164)

В последнем случае каждое дифференцирование увеличи-
увеличивает «силу разрыва» решения при ? = 0. В отношении

функции О(/2) будем считать, что
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где через D обозначена производная по любой переменной,
знак ~ заменяет слова «имеет тот же порядок, что ...».

Если подставить (9.162) в (9.161), то нетрудно получить, что

функция х (х,у, z) должна удовлетворять уравнению эйконала

(gradx)* = 4-. (9.165)

Поверхность t= x называется волновым фронтом. Зная
положение волнового фронта в момент времени ? = 0, нетрудно
построить волновой фронт в произвольный момент времени.

Для этого надо из точек Мй поверхности волнового фронта
х = 0 перпендикулярно к ней провести лучи (т. е. экстре-

экстремали функционала Ферма \ —J и продолжить до точек М

таких, что

м

f j= t. (9.166)
Мо

Геометрическое место точек М и даст положение волнового

фронта в момент времени t. Характеризуя Жо двумя парамет-

параметрами к и р, а точку на луче (т. е. на экстремали) величиной

интеграла (9.166), мы придем к системе криволинейных коор-
координат а, р, 1.

Пусть X—радиус-вектор точки (х, у, z). Переход от

координат а, р, х к х, у, z можно кратко записать в виде

Х=Х{<х, р, х), тогда

-^ср(а, Р), J=\XaXX?\. (9.167)

Величина я0 называется интенсивностью волнового фронта,
J характеризует расхождение лучей.

Физический смысл формулы (9.167) заключается в том,

что в первом приближении энергия распространяется вдоль

лучей.
Чтобы найти функции ср(а, р) и /0 в случае точечного

источника, надо потребовать, чтобы в пределе в малой окре-
окрестности источника первый член формулы (9.162) переходил
в первый член в соответствующей формуле для волнового

уравнения с постоянным коэффициентом. (В этом последнем

случае формулы для точечных источников известны; см. § 2).
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При отражении и преломлении волн вида (9.162) отра-
отраженные и преломленные волны нужно искать тоже в виде

(9.162), на преломляющей или отражающей границе следует
полагать тпад = хпрел = хотр и начальные значения для соот-

соответствующих функций находить из краевых условий.
В случае коротковолновой асимптотики для функции

Грина (см. § 4), при наличии внешности выпуклой доста-

достаточно гладкой области, лучевой метод недавно был строго

оправдан [6], [19]. Работа [19] интересна еще тем, что там

получена (и строго оправдана) коротковолновая асимптотика
в области так называемой полутени.

б) Теория упругости [2], [3], [7], [8], [23], [25],
[35], [47], [86]. Если искать решение уравнений динамики

упругого тела в виде

и = «„/„ (* — т) + «!/, (t — т) + О (Д), (9.168)

считая X, |а и р функциями х, у, z, то аналогично преды-

предыдущему мы придем к двум «лучевым решениям»:

продольная волна:

(grad *)« = !, а = )Л±1. (9.169)

поперечная волна:

^ У±, (9.170)

. «o±gradx.

Вектор «о вращается вдоль касательной к лучу, при этом,
если <р

—

угол между бинормалью к лучу и вектором я0, то

G"— радиус кручения, ds—дифференциал длины дуги).
в) Уравнения Максвелла [126]. Рассмотрим только

случай изотропной непоглощающей среды (о = 0). Ищем ?
и Я в виде

?= ?,/, (* - т) + ?,/, (* - ,) + О Ш, \

Н=Щи (t - т) + Я,/, (< - ,) + О (Л). I ( * 72)
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Подставляя (9.172) в уравнения Максвелла (§ 1, п. 1), по-

получим:

I (9.173)
tf0 J_ grad x,

)

О нахождении функций /0, <p(a, p) как здесь, так и в слу-
случае уравнений теории упругости можно повторить все то,
что было сказано в случае волнового уравнения.

В случае уравнений Максвелла векторы Ео и //0 вра-
вращаются вокруг луча, при этом, если <р

—

угол между би-

бинормалью к лучу и вектором ?0, то

Г
(9.174)

(T—радиус кручения, ds— дифференциал дуги луча).

2. Метод Френеля [45], [75], [104], [134]. Метод Фре-
Френеля изложим для того случая, когда волновой процесс опи-

описывается уравнением Гельм-

гольца

на примере дифракции про-
произвольной волны на непро-

непрозрачном экране, имеющем

отверстие произвольной фор- ^^*
мы. Пусть на экран $> Падающая

(рис. 13) слева падает волна вш!на

и мы хотим найти функцию,
характеризующую волновое

поле в точке Р, находя-

находящейся справа от экрана.

Проведем через отверстие в экране произвольную по-

поверхность /. Поле в точке Р приближенно найдется как

поле точечных источников колебаний, расположенных на

Рис. 13.
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поверхности / с плотностью, пропорциональной падающей

волне, а именно:

!S (9л75)

через dfn обозначена проекция элемента поверхности df на

касательную к волновому фронту, через u(Q) обозначена

функция, характеризующая падающую волну (точнее, и под

знаком интеграла (9.175) равна той величине, которую имела

бы функция, характеризующая падающее волновое поле,
если бы экрана не было).

Формула (9.175) дает хорошее приближение, когда как

размеры отверстия, так и расстояние точки Р от его краев

велики по сравнению с длиной волны.

3. Метод Кирхгофа [75], [104], [134]. Метод Кирхгофа
изложим на примере той же задачи, какая рассматривается
в § 2.

Для решения уравнения Гельмгольца имеет место фор-

формула Грина

S

Применим эту формулу к области, лежащей правее экрана
и поверхности /. На поверхности экрана полагаем и =

=

д-
= 0, на поверхности / полагаем

„ „
да дцпад /0 1774И —«пад. fa—фГ' (9.177>

где нпад
— падающая волна. То есть на поверхности / вол-

волновое поле полагают равным падающему полю при отсут-
отсутствии экрана. Итак, для и получаем формулу

Яда
pikR

4. О других асимптотических методах в теории ди-

дифракции. В теории дифракции большое значение имеют

асимптотические формулы для решения уравнения Гельм-

Гельмгольца (Д -{- kL) u = 0 при больших значениях k.
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Асимптотика решения задачи Неймана

1<9Л79)
(здесь S—граница выпуклой ограниченной области) иссле-

исследована в работе [142]. Особую трудность в задачах дифрак-
дифракции вызывает нахождение асимптотики решений задачи в тех

зонах, где поле лучей, построенных по законам геометри-
геометрической оптики, теряет регулярность. Задачи на нахождение

асимптотики в таких областях изучаются в работах [8],
[19], [88].

Весьма большое значение для нахождения асимптотики

широкого круга дифракционных задач имеет метод парабо-
параболического уравнения. Задачу о распространении волн в

двуслойной среде тогда можно с большой степенью точ-

точности заменить задачей, где имеется лишь одна среда, а на

границе раздела двух сред выполняются граничные условия

Леонтовича. Рамки справочника не позволяют рассказать об

этих методах подробно. Укажем литературу, где можно найти

и изложение этих методов, и примеры их использования:

[9], [19], [32], [41], [48], [49], [52], [64], [72], [76], [84],
[88], [91], [137].

§ 10. Литературные указания по другим задачам

дифракции

Точное решение в виде интегралов и рядов от специ-

специальных функций удается построить лишь в весьма ограни-
ограниченном классе задач. Общий случай построения решения
задачи дифракции на идеально отражающем препятствии, по-

поверхность которого совпадает с" координатной поверхностью
в системе координат, допускающей разделение переменных
в волновом уравнении, рассмотрен в [122].

Подверглись подробному изучению задачи о распростра-
распространении волн в слоистых средах. Большая часть работ посвя-

посвящена тому случаю, когда область, в которой распростра-
распространяются волны, состоит из однородных слоев с плоскими

границами раздела; см. работы [3], [15], [28], [42], [59], [66],
[67], [70], [100], [130].
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Изучался также случай неоднородности, непрерывно ме-

меняющейся с изменением одной координаты [1J, [15], [58],
[96]. Дифракция на эллиптическом цилиндре изучена в ра-
работе [20]. Точное решение для ряда задач дифракции на

эллиптическом цилиндре и полосе имеется в монографии [52]
и работе [139]. Исследованию решения задачи дифракции на

полосе посвящены работы [30], [83].
Точно решена задача дифракции электромагнитных

и акустических волн на бесконечном эллиптическом конусе

[103], [НО]—[114], [128], [141].
С помощью метода разделения переменных в координа-

координатах сплюснутого эллипсоида вращения удается решить важ-

важные задачи дифракции для экрана с круговым отверстием

и для кругового диска [10], [102], [132].
Задачи дифракции акустической и электромагнитной волн

на вытянутом эллипсоиде вращения рассматриваются в рабо-
работах [И], [120], [122], [133], [138].

Строгие решения ряда задач дифракции на параболоиде
вращения и параболическом цилиндре построены в моногра-

монографии [109]. Дифракция акустических и электромагнитных
волн в случае параболоида вращения изучается в работах [12],
[25], [34], [39], [92], [118], [119], [136], а в случае парабо-
параболического цилиндра

— в работах [31], [33], [38], [40], [135].
Дифракция на торе рассмотрена в работе [99], на гипер-

гиперболоиде вращения — в [24].
Дифракция на произвольном (не эллиптическом) конусе

изучалась в работе [13]. В работе [14] изучалась дифракция
на цилиндре, имеющем в сечении произвольный выпуклый
многоугольник.

В заключение заметим, что обширная библиография по

самым разнообразным задачам дифракции имеется в ра-

работе [107] и монографии [57].
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— эллиптический оператор 75

Симметричныеотносительно сфе-
сферы точки 109

Слабое (в смысле К. Моравец)
решение 289

Смешанная задача 51

краевая 93

регулярная 210
Соболев С. Л. 18, 257
Собственная функция 49

нормированная 49

эллиптического операто-
оператора 61

Собственное число эллиптиче-
эллиптического оператора 61

Согласования условия 43, 52

Сопряженный оператор 20

Спектр 123
Спуска метод 66

Сравнения функции 124
Стокса формулы для вектора

упругих смещений 303

Сферические координаты 83

Сходимость в смысле среднего
квадратичного 50

Тензор деформации 294

Теорема о равносходимости 51
— о среднем 88

Теплопроводности уравнение 25
Тороидальные координаты 82

Точечный источник колебаний

интенсивности со (t) 59
Третья краевая задача 92

Трикоми Ф. 259, 265, 284, 285
Трикоми задача 265

, нормальная 265
—

уравнение 259
—

условие с показателем а 2С5

У Синь-мо 281

«Ударные» задачи Франкля 270

Уравнение в точке гиперболи-
гиперболическое 29, 38

, параболическое в уз-
узком смысле 29

,
— в широком смысле

29

ультрагиперболиче-
ультрагиперболическое 29

эллиптическое 29
— ^-гиперболическое в обла-

области 38

— с параболическим вырождени-
вырождением второго рода 259

первого рода 258
— типа С. А. Чаплыгина 263
— эйконала 337

Условие звездности 281
—

регулярности задачи 210
Условия излучения 307

, физический смысл 307

франкль Ф. И. 260, 266, 268 —
270, 272, 278

Франкля—Моравец задача 267

Франкля условие разрывности 272
Френеля формулы 300
—

уравнение 297

Фундаментальная матрица 205
, нормальная 207

Фундаментальное решение, глав-
главное 157

для гиперболического опе-

оператора 66
смешанной задачи 53

уравнения Лапласа 85

Функция мгновенного источника
192

— типа пограничного слоя 171
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Фурье метод 48, 51, 60
—

ряд по собственным функци-
функциям оператора L 62

— уравнениям Штур-
Штурма—Лиувилля 50

Характеристик уравнение 31

Характеристика 23, 27, 67
— системы уравнений 71, 73
Характеристическая поверхность

31
Характеристические уравнения

23, 27
Характеристический коноид 67
Хевисайда функция 67

Чаплыгина уравнение 262
Чибрарио М. .259

Шаровые функции 103
Шилов Г. Е. 76

Штеккеля определитель 14)
Штур ма—Лиувилля дифференци-

дифференциальный оператор 48

Эйлера—Дарбу уравнение 45
Эллиптико-гиперболический тип

уравнения первого (второго)
рода 259

Эллиптическая система 151

Эллиптические координаты 83
—

цилиндрические координаты
80

Эллиптическое уравнение 148,
150, 239

, вырождающееся 149, 150,
239

, невырождающееся 148,150

Энергетическое неравенство 290

Якоби функция 197


